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Методические рекомендации по организации внеаудиторной самостоятельной работы по учебной дисциплине «Математика» предназначены для обучающихся по специальности 08.02.11 Управление, эксплуатация и обслуживание многоквартирного дома Самостоятельная внеаудиторная работа по математике организуется с целью:
- систематизации и закрепления, углубления и расширения полученных теоретических знаний студентов;
- развития познавательных способностей и активности студентов, самостоятельности, ответственности;
- формирования самостоятельности мышления, способностей к саморазвитию, самосовершенствованию и самореализации.
Внеаудиторная самостоятельная работа выполняется студентом по заданию преподавателя, но без его непосредственного участия. 
Общий объём времени, отведённого на внеаудиторную самостоятельную работу по учебной дисциплине «Математика», предназначеной для обучающихся по специальности 08.02.11 Управление, эксплуатация и обслуживание многоквартирного дома составляет 37 часов учебной нагрузки.
В результате выполнения заданий внеаудиторной самостоятельной работы обучающийся должен:
систематизировать знания:
· основные понятия и методы математического анализа, дискретной математики, теории вероятностей и математической статистики; 
· основные численные методы решения прикладных задач.
закрепить умения:
· решать обыкновенные дифференциальные уравнения;
В методических рекомендациях по выполнению внеаудиторной самостоятельной работы по каждой теме содержится инструкция с четким алгоритмом хода работы. Каждая самостоятельная работа включает краткий теоретический материал, примеры задач и набор заданий.

Порядок выполнения заданий
внеаудиторной самостоятельной работы
Задания внеаудиторной самостоятельной работы необходимо выполнять в специальных тетрадях с указанием номера, темы, целей работы.
Ход работы: 
1. Познакомиться с теоретическим материалом
2. Сделать краткий конспект теоретического материала в рабочих тетрадях (основные понятия, определения, формулы, примеры)
3. В тетрадях выполнить самостоятельную работу.
4. Задачи сдаются студентом на проверку частями – по мере изучения курса.

Критерии оценивания
внеаудиторной самостоятельной работы
Оценка «5» ставится, если верно и рационально решено 90%-100% предлагаемых заданий, допустим 1 недочет, неискажающий сути решения.
Оценка «4» ставится при безошибочном решении 80% предлагаемых заданий.
Оценка «3» ставится, если выполнено 70% предлагаемых заданий, допустим 1 недочет.
[bookmark: _GoBack]Оценка «2» - решено менее 70% предлагаемых заданий.

Перечень самостоятельных работ

	№ темы
	Название темы по программе 
	Содержание внеаудиторной самостоятельной работы
	Кол-во часов

	Тема 1.1
	Теория пределов. Непрерывность
	Расчетная работа. Вычисление пределов последовательностей и функций.
	5

	Тема 1.2
	Дифференциальное исчисление функции одной действительной переменной
	Расчетная работа. Вычисление производных и дифференциалов функций одной переменной.
Расчетная работа. Исследование функции на экстремумы и определение точек перегиба.
Расчетно-графическая работа. Построение графиков функций.
	9

	Тема 1.3
	Интегральное исчисление функции одной действительной переменной
	Расчетная работа. Вычисление определенных интегралов.
	5

	Тема 1.4
	Обыкновенные дифференциальные уравнения
	Расчетная работа. Решение дифференциальных уравнений 1-го порядка 
Расчетная работа. Решение дифференциальных уравнений 2-го порядка
	7

	Тема 2.1
	Случайные события
	Расчетная работа. Решение задач на вычисление вероятностей элементарных событий.
	7

	Тема 2.2
	Случайные величины
	Расчетная работа. Решение задач на вычисление числовых характеристик случайных величин
	4

	Всего часов
	37




Тема 1.1. Теория пределов. Непрерывность
Расчетная работа. Вычисление пределов последовательностей и функций.
Цель: Закрепить умения вычислять пределы функций и исследовать функции на непрерывность
Самостоятельная работа: решение расчетной работы
Форма контроля: проверка расчетной работы
Порядок выполнения работы
1. Перед выполнением работы, прочитайте еще раз конспект, ознакомьтесь с решением типовых примеров.
2. Ответьте письменно на контрольные вопросы.
3. Выполните задания расчётной работы. Оформите решение письменно в тетради.

Контрольные вопросы:
1. Дайте определение предела последовательности и предела функции;
2. Перечислите основные свойства пределов;
3. Дайте определение бесконечно большой и бесконечно малой функции;
4. Запишите формулы первого и второго замечательных пределов;
5. Приведите определение непрерывной функции;
6. Классифицируйте точки разрыва.
Решение типовых примеров
Найти указанные пределы.

Пример 1 




Функция определена, а значит и непрерывна в точке х =2, поэтому данный предел равен значению функции в этой точке ==

Пример 2 

При подстановке в выражение под знаком предела вместо его предельного значения получаем неопределенность вида .

Функция  не определена в точке х =3, т.е. х =3 точка разрыва, но т.к переменная х стремится к точке 3, х3, а не равна 3, то под знаком предела можно производить тождественные преобразования выражения, не принимая во внимание его поведения в предельной точке.
Разложим квадратные трехчлены, входящие числитель и знаменатель, на линейные множители по формуле: aх2 +bх + с = a(хх1) (хх2) корни квадратного уравнения
aх2 +bх + с =0
2х23х  9 =0
D = b24ac =9  4 2 (9) = 81

х1,2 = 

2х2  3х9 = 2(х 3)(х +)
Аналогично:
х2х  6 = (х3)(х2)
Преобразуем данный предел:




Функция  в точке х = 3 не существует, а предел от этой функции при х 3  существует и равен 

Пример 3

Здесь сталкиваемся с неопределенностью вида , избавится от которой можно вынесением за скобки в числителе и знаменателе дроби старшей степени переменной (или делением числителя и знаменателя на старшую степень переменной):










т.к.          = 0;  = 0   = 0;  = 0                         
              как пределы от бесконечно  малых величин    

Пример 4 


Для раскрытия неопределенности , умножим числитель и знаменатель на выражение, сопряженное числителю: 


= 
Заменим «в числителе по формуле разность квадратов»  (ab)(a + b) = a2 -b2

= (x + 2)  (4 x) = 2x2 = 2(x 1)
 в знаменателе х2 1 =(x1)(x+1)



Пример 5 
Для раскрытия неопределенности вида в данном примере воспользуемся первым замечательным пределом и одним из его следствий:




 = 1                = 1


заменим предел произведения произведением пределов и вынесем постоянный множитель = 


по первому замечательному пределу (u =2x или u = 4x)




= 1;    = 

Из первого замечательного предела вытекают и другие следствия




; 

Пример 6
Имеем неопределенность вида [1];



;  


Для раскрытия неопределенности вида [1] лучше всего воспользоваться следующей формулой:


Имеемf (х) 1= 1 = 

Тогда   

Следовательно, 

Задания расчетной работы:
Для заданий 1-3 – вычислить пределы, задание 4 – исследовать функцию на непрерывность и построить схематичный график.
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Тема 1.2. Дифференциальное исчисление функции одной действительной переменной.
Расчетная работа. Вычисление производных и дифференциалов функций одной переменной.
Цель: Закрепить умения вычислять производные и умения применять производную для вычисления пределов и для исследования функции.
Самостоятельная работа: решение типового расчета
Форма контроля: проверка работы
Виды заданий:
1. Вычислить производные функций
Теоретические сведения:
Производная и дифференциал функции
Важнейшим понятием математического анализа является производная, которая определяет скорость изменения функции относительно своего аргумента.

Производная функции у = f(x) в точке х0 называется предел (если он существует) отношения приращения функции Δ f(x) к приращению аргумента Δ(х) при стремлении последнего к нулю и обозначается f’ (х0), т.е. 

Другие обозначения: f’(x); y’(x); 
При вычислении производных используют таблицу производных и правила дифференцирования.
Правила дифференцирования
Пусть u = u(x) и v = v(x) непрерывные функции в точке х = х0, тогда существуют производные от суммы (разности), произведения, частного этих функций в заданной х0.
1. (u  v) = u v
2. (u · v) = u ·v + u ·v
3. (c· u) = c · u
4. c = 0
5. x = 1
6. 

Производная сложной функции
Пусть у =f(u), а u = (x), тогда у =f((x)) сложная функция, ее производная находится по правилу дифференцирования сложной функции. Если каждая функция 

у =f(u) и u = (x), дифференцируема по своему аргументу, то 

Таблица производных основных элементарных функций и производных сложных функций
	№
	функция 
у =f(х)
	производная
у =f(х)
	функция у=f(u), где u = (x)
	производная  y=f(u)· u

	1
	у =хn
	(xn)=n · xn-1
	y = un
	(un)= n·un-1·u

	2
	

	

	

	


	3
	

	

	

	


	4
	y =ax
	(ax) =ax · ln a
	y =au
	(au) =au · ln a ·u

	5
	y =ex
	(ex) =ex
	y =eu
	(eu) =eu ·u

	6
	y =logax
	
(logax) =
	y =logau
	
(logau) =

	7
	y =ln x
	
(ln x) =
	y =ln u
	
(ln u) =

	8
	y =sin x
	(sin x) = cos x
	y =sin u
	(sin u) = cos u ·u

	9
	y =cos x
	
(cos x) = 
	y =cos u
	
(cos u) = ·u

	10
	y =tgx
	
(tgx) = 
	y =tgu
	
(tgu) = 

	11
	y =ctgx
	
(ctgx) =
	y =ctgu
	
(ctgu) =

	12
	y =arcsinx
	
(arcsinx) =
	y =arcsinu
	
(arcsinu) =

	13
	y =arcos x
	
(arcos x) =
	y =arcos u
	
(arcos u)=

	14
	y =arctgx
	
(arctgx) =
	y =arctgu
	
(arctgu) =

	15
	y = arcctgx
	
(arcctgx) =
	y = arcctgu
	
(arcctgu) =



Дифференциал функции понятие столь же часто используемое в математике как и производная.


Дифференциал функции у = f(х) в точке х0 вычисляется по формуле  или, где dx дифференциал аргумента.
Поэтому вычисление дифференциала функции сводится к технике нахождения ее производной.
Решение типовых примеров.
Найти производные следующих функций.

Пример 1


Пример 2



Пример 3



Пример 4


Таким образом,



Пример 5


Таким образом,

	

Пример 6


Таким образом,




Пример 7

	
Таким образом,

	

Пример 8


Таким образом,


Задания расчетной работы:
	1.
	

1) y = -x3 + 9x2 - 	2) y = 		  3) y = (log2x + x)*arcsin x


4) y =                         5) y = (2 – 5x)8		             6) y = arcctg

	2.
	

1) y =  + x-7 – 3lnx	2) y = 		  3) y = (3x – 3x)*arctgx


4) y =                         5) y = logx                                    6) y = earcsin x

	3.
	

1) y = 	2) y = 		  3) y = (lnx + 4x)*arccos x



4) y =                          5) y =              6) y = log4 ()

	4.
	

1) y = 7x4 -  - 8log5x 	2) y =		  3) y = (5x – 5x) * arcctgx


4) y =                          5) y =              6) y = arcsin ex

	5.
	

1) y =-x3 + 9x2 - 	2) y = 		  3) y = (log2x + x)*arcsin x


4) y =                         5) y = (2 – 5x)8	      6) y = arcctg

	6.
	

1) y =  + x-7 – 3lnx	2) y = 		  3) y = (3x – 3x)*arctgx


4) y =                         5) y = logx                                    6) y = earcsin x

	7.
	

1) y = 	2) y = 		  3) y = (lnx + 4x)*arccos x



4) y =                          5) y =              6) y = log4 ()

	8.
	

1) y = 7x4 -  - 8log5x 	2) y =		  3) y = (5x – 5x) * arcctgx


4) y =                          5) y =              6) y = arcsin ex

	9.
	

1) y = -x3 + 9x2 - 	2) y = 		  3) y = (log2x + x)*arcsin x


4) y =                         5) y = (2 – 5x)8		             6) y = arcctg

	10.
	

1) y =  + x-7 – 3lnx	2) y = 		  3) y = (3x – 3x)*arctgx


4) y =                         5) y = logx                                    6) y = earcsin x



Расчетная работа. Исследование функции на экстремумы и определение точек перегиба.
Цель: Закрепить умения исследовать функцию на экстремум и определять точки перегиба.
Самостоятельная работа: выполнениерасчетной работы.
Форма контроля: проверка работы
Порядок выполнения работы
Выполните расчетную работу, предварительно изучив, рассмотренные ниже задачи. Оформите решение письменно в тетради.
Теоретические сведения 
Алгоритм нахождения экстремумов функции.
1.Найти область определения    функции.
2.Найти , а затем решив уравнение  найти критические точки (то есть точки из в которых производная равна нулю или не существует).
3.Затем исследовать знаки производной   и поведение функции y(x) методом интервалов. Если   на некотором интервале, то  возрастает на этом интервале, если  на некотором интервале, то  убывает на этом интервале.
4. Затем найти точки минимума и максимума функции, исходя из правила:
если  в критической точке x0 меняет знак с "+" на "-" , то точка x0 - точка максимума;
если с "-" на "+", то x0 - точка минимума;
если производная знак не меняет в критической точке x0, то  x0 не будет точкой экстремума.
Чтобы найти экстремумы функции нужно подставить значение x0 в заданную функцию вместо x и найти y.
Пример 1. Исследовать на экстремумы функции 
1)

Найдем критические точки из уравнения 
; ; отсюда       а, 


Имеем две критические точки 0 и 8.
3)Исследуем знаки производной и поведение функции методом интервалов.
y'= 
y'  +                                     -                                             +
y0                                          8
т. max                  т.min

ymax =y(0)=0
уmin
Алгоритм нахождения выпуклости, вогнутости и точек перегиба функции y=f(x)
1.Найти  функции.
2.Найти 
3.Найти критические точки функции по второй производной.
4.Исследовать знак второй производной в промежутках, на которых найденные критические точки делят область определения функции.
5.Если  на некотором промежутке, то функция выпукла на этом промежутке, если  на некотором промежутке, то функция y=f(x) вогнута на этом промежутке.
Если в точке X0 - критической точке функции по второй производной  меняет знак, то X0 - точка перегиба функции.
Пример 2. Найти точки перегиба кривой  f(x)=x+
1. 
2. 
; ; - Критическая точка по 

[image: ]

y (0)=0+0-2=-2;
(0;-2) координаты точки перегиба функции.
Задания расчетной работы:
1)Исследовать функцию на экстремум.
2)Исследовать функцию на выпуклость, вогнутость, точки перегиба.

	Вариант 1
1)
2)
	Вариант 2
1) 
2) 

	Вариант 3
1)
2)
	Вариант 4
1) 
2) 



Расчетно-графическая работа. Построение графиков функций.
Цель: Закрепить навыки исследования функции и построения её графика.
Самостоятельная работа: выполнениерасчетной работы.
Форма контроля: проверка работы
Порядок выполнения работы
Выполните расчетную работу, предварительно изучив, рассмотренные ниже задачи. Оформите решение письменно в тетради.
Теоретические сведения 
Асимптоты графика функции
Исследование функции на асимптоты.

1. Найдите точку х0, в которой функция неопределенна и вычислите правосторонний и левосторонний предел функции в этой точке

Если ,	то прямая х=х0 является вертикальной асимптотой.



2.   Вычислите  илии  

Если , то прямаяy=b является горизонтальной асимптотой.

Если , то прямая y=bл левосторонней асимптотой.

Если  , то прямая y=bп правосторонняя асимптотой.


3.   Вычислите  и


4.   Если  и,
то прямая y=kx+b является наклонной асимптотой.
Общая схема исследования функций
1. Найти область определения.
2. Исследовать функцию на четность (нечетность) и периодичность.
3. Исследовать характер точек разрыва функции и поведение функции в бесконечности
4. Исследовать функцию на асимптоты 
a. вертикальные;
b. горизонтальные;
c. наклонные.
5. Исследовать функцию на монотонность и экстремумы.
6. Исследовать функцию на выпуклость и точки перегиба.
7. Найти точки пересечения с осями координат.
8. Построить график функции.
Замечание:
Перед выполнения задания повторить;
· классификацию точек разрыва функции;
· алгоритм исследований функции на асимптоты;
· алгоритм исследований функции на монотоность и экстремумы;
· алгоритм исследований функции на выпуклость и точки перегиба;
· достаточный признак возрастания (убывания) функции;
· достаточный признак экстремума функции;
· необходимый и достаточный признак точки перегиба;
· условия направления выпусклости функции

Решение типовых примеров.
Исследовать функцию и построить график.

Пример 1

1) Найдем область определения функции D(х) =
2) Исследовать функцию на четность, нечетность и периодичность
f(x) = (x)3  2(x)2 (x) = x3  2x2 x = (x3 + 2x2 x)
f(x) f(x)  и f(x) f(x)  функция не является ни четной ни нечетной. Функция не является периодической.
3) Исследуем характер точек разрыва функции и поведение функции в бесконечности.
Так как функция определена на всей числовой прямой, то она всюду непрерывна и нет точек разрыва функции


4) Найдем асимптоты
а) Вертикальные
Так как нет точек бесконечного разрыва функции, то и нет вертикальных асимптот.
б) Невертикальные асимптоты ищем в виде у = кх+ b
Для правой ветви графика функции

 нет наклонной асимптоты для правой ветви
Для левой ветви графика функции

 нет наклонной асимптоты для левой ветви
5) Найдем экстремумы и интервалы монотонности функции
Найдем у = (х3 2х2+ х) = 3х34х2 + 1
Найдем корни уравненияу = 0
3х34х2 + 1 = 0
D =10  12 = 4



f’        +                                                           +             х

f                                     1                                  





6)  Найдем интервалы выпуклости и вогнутости функции и точки перегиба.

Для этого вычислим  
Решим уравнение 

 (
f
) (
f
)__                                      +


7)  Найдем точки пересечения с осями координат

С осью Оу: х =0 


8)  Построим график функции по результатам исследования, используя все найденные точки  
[image: ]

Пример 2
1) Область определения 

Т.к. 
                            х = 1  точка, в которой функция не определена х =1  точка разрыва
D (х) = (; 1)(1; +) 

2) Исследуем функцию на четность (нечетность), периодичность


f(x) f(x)и f  (x) f(x)  функция не является ни четной ни нечетной

3)  Исследуем характер точек разрыва и поведение функции в бесконечности.
Так как х = 1  точка разрыва функции, то найдем 

 т. х = 1  точка разрыва функции IIго рода        


Исследуем поведение функции при .



4)  Найдем асимптоты графика функции
а) вертикальные
Так как х = 1 точка бесконечного разрыва функции, то х = 1  уравнение вертикальной асимптоты
b) Невертикальные асимптоты ищем в виде у = кх+ b




Таким образом, уравнение наклонной асимптоты у = х + 1

5)  Найдем интервалы монотонности и экстремумы


 (
x
min
) (
x
max
)c)
 (
1+
)   f    +                                             +
 (
1
) (
1-
)f





6) Найдем интервалы выпуклости и вогнутости функции и точки перегиба



b)  не обращается в нуль ни при каких значениях х
      (х 1)3  0f                        + 
 (
1
)х 1               f


(; 1): 

(1; +):  
Точек перегиба нет.
7)  Точки пересечения с осями координат

С осью Ох: у = 0;  решений нет 
 нет точек пересечения с осью Ох.

С осью Оу: х= 0; точка (0; 1)
8)  Построим график функции, используя все найденные точки и зная, что
х = 1  вертикальная асимптота,
у =х +1 наклонная асимптота.
[image: ]
Задания расчетной работы:
2. а) Исследовать функцию и построить ее график.
    b) Исследовать функцию на асимптоты.
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Тема 1.3 Интегральное исчисление функции одной действительной переменной.
Расчетная работа. Вычисление определенных интегралов.
Цель: Закрепить умения вычислять определенные интегралы.
Самостоятельная работа: выполнениерасчетной работы.
Форма контроля: проверка работы
Порядок выполнения работы
Выполните расчетную работу, предварительно изучив, рассмотренные ниже задачи. Оформите решение письменно в тетради.
Теоретические сведения: 
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x), если (F(x))’=f(x).
Первообразная определена неоднозначно: если F(x) – первообразная для функции f(x), то F(x)+C – также первообразная для данной функции. 


Множество всех первообразных для функции f(x) называется неопределенным интегралом и обозначается , где f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, С –  произвольная постоянная (С = const),  - знак операции интегрирования, d – знак операции дифференцирования.
Свойства неопределенного интеграла:


1., где с = const.


2. .

3. .
Таблица неопределенных интегралов
	
1.

2. 

3. n ≠ –1;

4.;

5. ;

6. ;

7. ;

8. ;
	
9. ;

10. 

11. ;

12.  (|x|<a, a≠0);

13. (a≠0);

14. (|x|≠a, a≠0);

15. .



Для вычисления определенных интегралов используется формула Ньютона-Лейбница:

.
(гдеа – нижний предел интегрирования, b – верхний предел, F(x) – первообразная для функции f(x). Для нахождения первообразной F(x) используются те же методы, что и при вычислении неопределенных интегралов).
Примеры. Вычислить определенные интегралы:


а) ;		б) .

Решение.



а) = (формула 9 табл. 1 н.и.) = = .


б) Используем метод замены переменной: = = 






= = (по формуле 3 табл.1 н.и.)== = (т.к. ln1 = 0)== . 


Замечание: В отличие от метода замены для неопределенных интегралов, для определенных интегралов нет необходимости возвращаться к старой переменной интегрирования (х), если перейти к новым пределам интегрирования (в нашем примере старыми пределами были а = 0, b= , а новыми стали а = 1, b = ).
Задания расчетной работы:

	1.
	
А) 
	
Б) 

	2.
	
А) 
	
Б) 

	3.
	
А) 
	
Б) 

	4.
	
А) 
	
Б) 

	5.
	
А) 
	
Б) 

	6.
	
А) 
	
Б) 

	7.
	
А) 
	
Б) 

	8.
	
А)  
	
Б) 

	9.
	
А) 
	
Б) 

	10.
	
А) 
	
Б) 



Тема 1.4. Обыкновенные дифференциальные уравнения.
Расчетная работа. Решение дифференциальных уравнений 1-го порядка
Цель: Закрепить умения решать дифференциальные уравнения первого порядка.
Самостоятельная работа: выполнениерасчетной работы.
Форма контроля: проверка работы
Порядок выполнения работы
Выполните расчетную работу, предварительно изучив, рассмотренные ниже задачи. Оформите решение письменно в тетради.
Теоретические сведения: 
Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, содержащее производные искомой функции или её дифференциалы.
, , - дифференциальные уравнения, так как содержат производные или дифференциалы функции и аргумента.
Пример: установить, какие из указанных ниже уравнений являются дифференциальными:
а) y’+3x=0; b) y2+x2=5; c) y=ex;d) y'y-x=0; e) y=ln|x|+C; f) 2dy+3xdx=0.
Решение: уравнения b),c),e) не являются дифференциальными, так как не содержат производной искомой функции или дифференциалов аргумента и искомой функции; уравнения a), d), f) являются дифференциальными.
Решением дифференциального уравнения называется такая функция, которая обращает это уравнение в тождество.
Общим решением дифференциального уравнения называется такое решение, в которое входит столько независимых произвольных постоянных, каков порядок уравнения. 
Общее решение дифференциального уравнения первого порядка содержит одну произвольную постоянную.
Частным решением дифференциального уравнения называется решение, полученное из общего при различных числовых значениях произвольных постоянных. Значения произвольных постоянных находятся при определенных начальных значениях аргумента и функции.
Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, в которое входят производные (или дифференциалы) не выше первого порядка.
xy'-y=4 – ДУ первого порядка, так как наивысший порядок производной, входящей в него, - первый.
Уравнения с разделенными переменными.
Уравнение вида f(x)dx+g(y)dy=0 (1), где f(x) и g(y) – данные функции, называется уравнением с разделенными переменными.
Решение таких уравнений выполняется непосредственным интегрированием.
Пример: Решить уравнение xdx+ydy=0/
Решение: Здесь переменные разделены. Интегрируя, получим

.
Так как С произвольна, то можно обозначить 2С через С2, учитывая, что левая часть последнего равенства положительна. Тогда это равенство примет вид x2+y2=C2. Это и есть общее решение.
Пример: Решить уравнение 2ydy=3x2dx.
Решение: Здесь g(y)=2y, f(x)=3x2. Интегрируя обе части уравнения, имеем


. Получили общее решение ДУ. Это решение можно записать в явной форме: .

Пример: Найти частное решение ДУ , если  y=4 при x=1.



Решение: Имеем , откуда . Итак, получаем ответ: .
Уравнения с разделяющимися переменными.


Уравнение вида  (2), где - заданные функции, называется уравнением с разделяющимися переменными.

- ДУ первого порядка с разделяющимися переменными.

	Алгоритм решения ДУ с разделяющимися переменными
1. Выражают производную функции через дифференциалы dxи dy.
2. Члены с одинаковыми дифференциалами переносят в одну сторону равенства и выносят дифференциал за скобку.
3. Разделяют переменные.
4. Интегрируют обе части равенства и находят общее решение.
5. Если заданы начальные условия, то находят частное решение.



Пример: Решить ДУ .



Решение: заменим , получим , перемножим крест на крест ,




разделим переменные , проинтегрируем обе части , вычисляя интеграл, получаем решение. Выразим из этого выражения переменную y.
Общее и частное решения уравнений с разделяющимися переменными.

Пример: Найти частное решение уравнения , если y=4  при x=1.
Решение: Разделяем переменные:


Интегрируя, получим


 (здесь С заменено на lnC). Потенцируя, находим - общий интеграл данного дифференциального уравнения.
Найдем теперь частное решение данного уравнения по заданным начальным условиям. Полагая в общем решении x=1, y=4, имеем 22=4С, откуда С=1. Следовательно, y=(1+x)2.
Задания расчетной работы:
1. Даны уравнения:






a); b) ; c) ; d) ; e) ; f) . 
Какие из них являются дифференциальными?
2. Решить дифференциальные уравнения с разделёнными переменными:

1)

2)

3); 

4); 
3. Найти частное решение ДУ:

1); 

2); 

3) ; 

4); 
4. Решить уравнение с разделяющимися переменными:

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 
5.а) Найти общее решение уравнений;


   б) и частные решения по начальным условиям  при:

4

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) .


Расчетная работа. Решение дифференциальных уравнений 2-го порядка.
Цель: Закрепить умения решать дифференциальные уравнения второго порядка.
Самостоятельная работа: выполнениерасчетной работы.
Форма контроля: проверка работы
Порядок выполнения работы
Выполните расчетную работу, предварительно изучив, рассмотренные ниже задачи. Оформите решение письменно в тетради.
Теоретические сведения: 

Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид


Оно связывает между собой аргумент х, искомую функцию yи ее производные первого  и второго порядка.


Если уравнение разрешить относительно старшей производной неизвестной функции, то получим 

Функция виданазываетсяобщим решениемдифференциального уравнения второго порядка, если при  соответствующем выборе произвольных постоянных с1,с2 эта функция является решением любой задачи Коши, поставленной для уравнения.  

Задача Коши для данного уравнения состоит в том, чтобы найти решение уравнения, удовлетворяющее двум начальным условиям.
Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка.

Уравнения вида 
Постановка задачи. Найти общее решение дифференциального уравнения 

(1)
План решения. Решение такого вида уравнения находится 2 – кратным интегрированием:


1. Поскольку  то уравнение (1) перепишется в виде


Умножим обе части этого равенства на и проинтегрируем. Имеемгдес1 – произвольная постоянная.


2. Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными относительно неизвестной функции y(x). Решим его,представивкак 


Интегрируем обе части равенства:



Записываем ответ: общее решение определяется уравнением () при всевозможных значениях с1 и с2.

Пример. Найти общее решение уравнения

Решение. Здесь
Проинтегрируем последовательно уравнение два раза:


1. Поскольку  то уравнение перепишется в виде

Применяя непосредственное интегрирование, придем к 
дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными, где с1 – произвольная постоянная.


2. Найдем его общее решение, представивкак 


Интегрируем обе части равенства:



Имеем 

Ответ: общее решение определяется уравнением при всевозможных значениях с1 и с2.

Уравнения вида 
Постановка задачи. Найти общее решение дифференциального уравнения 

(1)
которое не содержит явно искомую функцию y. 
План решения. 


1. Выполним подстановку где р – некоторая функция от х. Получим дифференциальное уравнение первого порядка относительно неизвестной функции р:(2)

2. Определим вид уравнения (2). Применив соответствующий способ решения, имеем    (3)
где с1 – произвольная постоянная.

3. Найдем искомую функцию y. Так как  то в силу (3), придем к 



уравнению с разделяющимися переменными. Решив его, запишем ответ в виде  гдес1, c2– произвольные постоянные.

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения
Решение. Данное уравнение не содержит явно искомую функцию y.

1. Выполним подстановку                 

Получим
2. Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка относительно неизвестной функции р. Решим его с помощью подстановки


имеем



V - ?  U - ?
	

	









3. Так как то, в силу (4), придем к -уравнению с разделяющимися переменными. Найдем его общее решение, представивкак 





Ответ: общее решение определяется уравнением  при всевозможных значениях с1 и с2.

Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами

Это уравнения, которые могут быть записаны в виде:(1)


где и некоторые числа
Решение:
Составляем характеристическое уравнение

   (2)
Тогда возможны 3 случая:
1) 



Если корни уравнения (2) различные, действительные числа: ,,, то общее решение одного уравнения (1) имеет вид: 
2) 

Если корни уравнения (2) действительные и равные: , то общее решение одного уравнения (1) имеет вид: 
3) 






Если корни уравнения (2) комплексные: ; где , то общее решение уравнения (1) имеет вид: , где произвольные постоянные


Пример. Найти частное решение однородного дифференцированного уравнения II-го порядка
Составим характеристическое уравнение


Найдем производную общего решения


Используя начальные условия получим систему уравнений




Подставим найденные значения  и в общее решение и получим частное решение



частное решение

Пример. Найти общее решение дифференцированного уравнения


Составим характеристическое уравнение





комплексные числа общее решение имеет вид 
Задания расчетной работы:
1.  Решите ДУ, допускающие понижение порядка:
1) 
2) 
2. Найдите общее решение уравнения:
1) 
2) 
3) 
3. Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие заданным начальным условиям:
1) 
2) 
3) 

Тема 2.1. Случайные события.
Расчетная работа. Решение задач на вычисление вероятностей элементарных событий.
Цель:получить навыки по вычислению вероятности случайных событий.
Самостоятельная работа: выполнение расчетной работы.
Форма контроля: проверка расчетной работы.
Теоретические сведения:
Сумма вероятностей двух противоположных событий равна 1


Задача 1.  Вероятность дождя равна 0,3.  Найти вероятность того, что дождя не будет? Что более вероятно: дождь или не дождь
Решение: А= «будет дождь»  р(А)=0,3


= «не будет дождя» р()=?



   0,3+ р()=1

р()=1-0,3=0,7 – вероятность того, что дождя не будет
Т.к. 0,7>0,3, то вероятнее, что  дождя не будет

Теорема сложения для несовместимых событий.Если А и В два несовместимых события (т.е. никогда не происходят вместе), то вероятность, что произойдет хотя бы одно из них равна сумме вероятностей.

А+В – произошло хотя бы одно из двух событий А или В
Задача 2.  Вероятность сдать экзамен на 4 – 0,5. Вероятность сдать экзамен на 5 – 0,3. Найти вероятность, что студент сдасть экзамен или на 4, или на 5.
Решение: А= «сдать на 4»   р(А)=0,5
                   В= «сдать на 5»   р(В)=0,3
                   А+В= «сдать на 4 или на 5»  
                   А и В – несовместимые


Теорема умножения.Если А и В два независимых события (т.е. одно никак не влияет на другое), то вероятность того, что события произойдут одновременно, равна произведению  вероятностей.

А·В – события произошли одновременно
Задача 3. У трех человек спросили, в какое время года они родились. Найти вероятность, что все три родились летом

 (
А·В·С – три человека одновременно родились летом
р(А·В·С)=р(А) ·р(В) ·р(С)
р(А·В·С)=
·
·
=
)Решение: А= «1-й родился летом»  р(А)=

                 В= «2-й родился летом»  р(В)= 

                 С= «3-й родился летом»  р(С)= 

Теорема сложения для произвольных событий. Если А и В два произвольных события, то вероятность, что произойдет хотя бы одно из них вычисляется по формуле:

А+В – произошло хотя бы одно из двух событий А или В

Задача 4.  Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут даму.


Решение: А= «1-у игроку дали даму»   р(А)= =


                  В= «2-у игроку дали даму»   р(В)= =
                 А+В= «даму дали 1-у или 2-у игроку»  - хотя бы одному дали даму
        р(А+В)=р(А) + р(В) - р(А)·р(В)= =0,5 + 0,3 – 0,5·0,3 = 0,8 – 0,15 = 0,65

Задача 5. Человек последовательно делает три выстрела по мишени. Вероятность попадание равна 0,8. Найти вероятность того, что все три раза человек промахнулся.
Решение: А= «человек попал в мишень»  р(А)=0,8


= «человек промахнулся»   р()=1-р(А)=1-0,8=0,2



·· - человек одновременно  промахнулся






По теореме умножения: р(··)=р()·р()·р()=0,2·0,2·0,2=0,008

Задача 6. В корзине 6 красных и 8 зеленых шара. Человек последовательно достает два шара. Найти вероятность, что первый шар будет красным, а второй - зеленым.
Решение: 

А= «1-й шар красный» р(А)= - в корзине 6 из 14 шаров -  красные

В= «2-й шар зеленый» р(В)= - в корзине 8 из оставшихся 13 шаров -  зеленые
                 А·В – события произошли одновременно
По теореме умножения вероятности необходимо перемножить:

Задания расчетной работы:
Вариант 1
Задача 1. Вероятность сдать зачет равна 0,6. Найти вероятность того, что студент зачет не сдаст? Что более вероятно: сдать зачет или его не сдать.
Задача 2. Вероятность снега – 0,2. Вероятность дождя – 0,3. Найти вероятность того, что будет снег или дождь.
Задача 3. У трех человек спросили, в какой день недели они родились. Найти вероятность, что все три родились в понедельник.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут красную масть.
Задача 5. Человек дважды делает одно и тоже упражнение. Вероятность допустить ошибку равна 0,3. Найти вероятность того, что человек не допустит ошибок.
Задача 6. Человек последовательно достает из колоды две карты. Найти вероятность, что первая карта будет дамой, а вторая карта - королем.

Вариант 2
Задача 1. Вероятность допустить ошибку равна 0,2.  Найти вероятность того, что человек не допустит ошибку? Что более вероятно: допустить ошибку или не допустить ошибку.
Задача 2. Вероятность занять в соревновании 1 место – 0,7, а второе место – 0,1.  Найти вероятность, что спортсмен займет первое или второе место.
Задача 3. Каждый из трех человек выбрал наугад один из семи цветов радуги. Найти вероятность, что первый выбрал красный, второй – желтый, а третий человек – синий цвет.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут бубновую карту.
Задача 5. Вероятность снега равна 0,4. Найти вероятность, что в течение трех дней не будет снега.
Задача 6. Студент из 20 вопросов выучил 13 вопросов. На зачет студенту последовательно задают два вопроса.  Найти вероятность того, что студент ответит на первый и на второй вопрос.

Вариант 3
Задача 1. Вероятность попасть в мишень равна 0,9.  Найти вероятность того, что человек не попадет в мишень? Что более вероятно: попасть или не попасть в мишень?
Задача 2. Вероятность допустить одну ошибку в контрольной работе равна 0,4. Вероятность допустить две ошибки равна 0,3. Найти вероятность того, что студент допустит одну или две ошибки.
Задача 3. Каждый из трех человек выбрал себе по одной из семи нот. Найти вероятность того, что все первый и второй выбрали ноту ДО, а третий человек выбрал ноту ЛЯ.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут короля.
Задача 5. Вероятность сдать зачет равна 0,7. Найти вероятность, что студент три раза сдавал зачет и все три раза его не смог сдать.
Задача 6. В корзине 6 красных и 8 зеленых шара. Человек последовательно достает три шара. Найти вероятность, что первый шар будет красным, а второй и третий зелеными.

Вариант 4
Задача 1. Вероятность поломки машины равна 0,1. Найти вероятность того, что машина не сломается? Что более вероятно: машина сломается или не сломается?
Задача 2. Вероятность сдать экзамен на 3 – 0,7. Вероятность сдать экзамен на 4 – 0,2. Найти вероятность, что студент сдать экзамен или на 3, или на 4.
Задача 3. У трех человек спросили, в какой месяц они родились. Найти вероятность, что все три человека родились в марте.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут даму черной масти.
Задача 5. Для студента Иванова вероятность сдать зачет равна 0,5. Для студента Петрова вероятность сдать зачет равна 0,8. Для студента Сидорова вероятность сдать зачет равна 0,3. Найти вероятность того, что все трое не сдадут зачет.
Задача 6. В корзине 6 красных, 8 зеленых и 7 черных шара. Человек последовательно достает два шара. Найти вероятность, что первый шар будет красным, а второй черным.

Вариант 5
Задача 1. Вероятность сдать зачет равна 0,4.  Найти вероятность того, что студент зачет не сдаст? Что более вероятно: сдать зачет или его не сдать.
Задача 2. Вероятность снега –0,5. Вероятность дождя – 0,3. Найти вероятность того, что будет снег или дождь.
Задача 3. У двух человек спросили, в какой день недели они родились. Найти вероятность, что все три родились в понедельник.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут черную масть.
Задача 5. Человек дважды делает одно и тоже упражнение. Вероятность допустить ошибку равна 0,7. Найти вероятность того, что человек не допустит ошибок.
Задача 6. Человек последовательно достает из колоды три карты. Найти вероятность, что первая карта будет вольтом, вторая карта – тузом, а третья карта - дамой.

Вариант 6
Задача 1. Вероятность допустить ошибку равна 0,8.  Найти вероятность того, что человек не допустит ошибку? Что более вероятно: допустить ошибку или не допустить ошибку.
Задача 2. Вероятность занять в соревновании 1 место – 0,6, а второе место – 0,2. Найти вероятность, что спортсмен займет первое или второе место.
Задача 3. Каждый из трех человек выбрал наугад один из семи цветов радуги. Найти вероятность, что все втроем они выбрали красный цвет.
Задача 4. Есть две колоды карт и два игрока. Из первой колоды достают одну карту первому игроку, а из второй колоды – второму игроку. Найти вероятность, что кому-то дадут короля.
Задача 5. Вероятность снега равна 0,7. Найти вероятность, что в течение двух дней не будет снега.
Задача 6. Студент из 20 вопросов выучил 13 вопросов. На зачете студенту последовательно задают три вопроса. Найти вероятность того, что студент ответит на все вопросы.



Тема 2.2. Случайные величины
Расчетная работа. Решение задач на вычисление числовых характеристик случайных величин
Цель:получить навыки по вычислению характеристик ДСВ, заданной своим распределением, вычисление (с помощью свойств) характеристик для функций от одной или нескольких ДСВ
Самостоятельная работа: выполнение расчетной работы.
Форма контроля: проверка расчетной работы.
Теоретические сведения:
Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта примет одно и только одно возможное значение, при этом заранее неизвестно, какое именно.
Дискретной называют случайную величину, которая принимает отдельные, изолированные значения.
Случайную величину в дальнейшем мы будем обозначать большой буквой Х, а ее возможные значения маленькой буквой х.
Например, Х- число попаданий при трех выстрелах. Возможные значения этой случайной величины: х1=0, х2=1, х3=2, х4=3.  Рассмотрим случайную величину Х с возможными значениями х1, х2,…хn .  Каждое из этих значений случайная величина может принять с некоторой вероятностью:
Р(Х=х1)=р1, Р(Х=х2)=р2, … Р(Х=хn)=рn.
В результате опыта случайная величина Х примет только одно из этих значений, т.е. произойдет только одно из полной группы событий: Х=х1 ,Х=х2, … Х=хn.

Поскольку сумма вероятностей полной группы попарно несовместных событий равна 1, то    
Законом распределения ДСВ называется соотношение между ее возможными значениями и их вероятностями (т.е. вероятностями, с которыми случайная величина принимает эти возможные значения).
	хi
	х1
	х2
	. . .
	хn

	Pi
	р1
	р2
	. . .
	рn


Данная таблица называется рядом распределения дискретной случайной величины.


Числовые характеристики ДСВ
Математическое ожидание ДСВ
Математическое ожидание ДСВ находится по формуле: 


Вероятностный смыслэтого выражения таков: при большом числе измерений среднее значение наблюдаемых значений величины Х приближается к ее математическому ожиданию. 
Механический смыслэтого равенства заключается в следующем: математическое ожидание есть абсцисса центра тяжести системы материальных точек, абсциссы которых равны возможным значениям случайной величины, а массы - их вероятностям. 
Дисперсия ДСВ
Дисперсия случайной величины Х есть


Дисперсию случайной величины Х иногда удобнее вычислять по формуле

.
Вероятностный смысл
Дисперсия случайной величины Х есть характеристика рассеивания разбросанности значений случайной величины около ее математического ожидания. Дисперсия случайной величины имеет размерность квадрата случайной величины. 
Среднее квадратическое отклонение

Для более наглядной характеристики рассеивания удобнее пользоваться величиной, имеющей размерность самой случайной величины. Поэтому вводится понятие среднего квадратического отклонения: .
Пример: Случайная величина X задана функцией распределения
	X
	1
	2
	3
	4

	p(x)
	0,2
	0,3
	р3
	0,1


Найти вероятность  р3. Найти числовые характеристики с.в.

Решение: Проверим тождество  
0,2+0,3+р3+0,1=1.
р3=0,4.



Найдем числовые характеристики случайной величины Х:


М(Х)=1.0,2+2.0,3+3.0,4+4.0,1=0,2+0,6+1,2+0,4=2,4.

Для вычисления дисперсии применим формулу: .
М(Х2 )=12. 0,2+22.0,3+32.0,4+42.0,1=0,2+1,2+3,6+1,6=6,6.

.


Задания для расчетной работы
1. Батарея состоит из трех орудий. Вероятности попадания в цель при одном выстреле из 1-го, 2-го, 3-го орудия равны соответственно 0,5; 0,6; 0,8.  Каждое из орудий стреляет по некоторой цели один раз.  Построить ряд распределения случайной величины числа попаданий в цель. Вычислить числовые характеристики.
2. В ящике семь изделий, одно из которых бракованное. Из ящика извлекают одно изделие за другим, пока не обнаружат брак. Составить ряд распределения случайной величины - числа вынутых изделий. Найти ее числовые характеристики.
3. Дискретная случайная величина Xзадана рядом распределения:
	xi
	-2
	1
	2
	3

	pi
	0,08
	0,40
	0,32
	0,2


Найти: а) математическое ожидание; б) дисперсию; в) среднее квадратическое отклонение случайной величины X.



Список литературы
Основные источники: 
Пехлецкий, И.Д. Математика. – М.: ОИЦ «Академия», 2017.

Дополнительные источники: 
Григорьев В.П., Сабурова Т.Н., Сборник задач по высшей математике. – М.: ОИЦ «Академия», 2017.

Интернет - ресурсы
· Электронно-библиотечная система ZNANIUM.COM Режим доступа: http://www.znanium.com/
· Электронно-библиотечная система "ЮРАЙТ" Режим доступа http://www. biblio-online. ru
· Единое окно доступа к образовательным ресурсам. Режим доступа: http://window.edu.ru/
· Информационные, тренировочные и контрольные материалы. Режим доступа: http:// www. fcior. edu. ru.
· Единая коллекции цифровых образовательных ресурсов. Режимдоступа: http:// www. school-collection. edu. ru.
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