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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Методические рекомендации по выполнению практических работ по учебной дисциплине «Математика» предназначены для студентов 2 курса, обучающихся по специальности 21.02.05 Земельно-имущественные отношения базовой подготовки.
Практические занятия являются важным элементом учебной дисциплины. В процессе выполнения практических работ обучающиеся систематизируют и закрепляют полученные теоретические знания, развивают интеллектуальные и профессиональные умения, формируют элементы компетенций будущих специалистов.
Методические рекомендации предназначены для организации выполнения практических работ по учебной дисциплине «Математика».
Программой учебной дисциплины «Математика» предусмотрено выполнение 10
практических работ, направленных на формирование элементов следующих компетенций
	Код ПК, ОК, ЛР
	Умения
	Знания

	ОК 03,
ОК 06
ЛР 2
ЛР 7 
ЛР 14

	- решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;

	- значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
- основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности; 
- основные понятия и методы математического анализа, дискретной математики, линейной алгебры, теории комплексных чисел, теории вероятностей и математической статистики;
- основы интегрального и дифференциального исчисления.


[bookmark: _GoBack]
ОК 1. Понимать сущность и социальную значимость своей будущей профессии, проявлять к ней устойчивый интерес.
ОК 2. Анализировать социально-экономические и политические проблемы и процессы, использовать методы гуманитарно-социологических наук в различных видах профессиональной и социальной деятельности.
ОК 3. Организовывать свою  собственную деятельность, определять методы и способы выполнения профессиональных задач, оценивать их эффективность и качество.
ОК 4. Решать проблемы, оценивать риски и принимать решения в нестандартных ситуациях.
ОК 5. Осуществлять поиск,  анализ и оценку информации, необходимой для постановки и решения профессиональных задач, профессионального и личностного развития.
ОК 6.  Работать в коллективе и команде, обеспечивать ее сплочение, эффективно общаться с коллегами, руководством,  потребителями.
ОК 7. Самостоятельно определять задачи профессионального и личностного развития, заниматься самообразованием, осознанно планировать повышение квалификации.
ОК 8.  Быть готовым к смене технологий в профессиональной деятельности.
ОК 9. Уважительно и бережно относиться  к историческому наследию и культурным традициям, толерантно воспринимать социальные и культурные традиции.
профессиональных знаний (для юношей).
ПК 1.1. Составлять земельный баланс района.
ПК 1.3. Готовить предложения по определению экономической эффективности использования имеющегося недвижимого имущества.
ПК 1.5. Осуществлять мониторинг земель территории.
ПК 1.6. Анализировать  варианты применения моделей территориального управления.
ПК 2.1. Выполнять комплекс кадастровых процедур.
ПК 2.2. Определять кадастровую стоимость земель.
ПК 3.1. Выполнять работы по картографо-геодезическому обеспечению территорий, создавать графические материалы.
ПК 4.1. Осуществлять  сбор и обработку необходимой и достаточной информации об объекте оценки и аналогичных объектах.
ПК 4.2. Производить расчеты по оценке объекта оценки на основе  применимых подходов и методов оценки.
ПК 4.3. Обобщать результаты, полученные подходами, и давать обоснованное заключение  об итоговой величине  стоимости объекта оценки.
ПК 4.4. Рассчитывать сметную стоимость зданий и сооружений в соответствии с действующими нормативами и применяемыми методиками.
ПК 4.5. Классифицировать здания и сооружения в соответствии с принятой типологией.
ПК 5.1. Организовывать свою деятельность  как индивидуального предпринимателя (кадастрового инженера) или коллектива организации в соответствии с вышеприведенными видами деятельности.
умений:
· решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;
обобщение, систематизацию, углубление и закрепление знаний:
· значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
· основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
· основные понятия и методы математического анализа, дискретной математики, линейной алгебры, теории комплексных чисел;
· основные понятия теории вероятности и математической статистики; основы интегрального и дифференциального исчисления.
Описание каждой практической работы содержит номер, название и цель работы, формируемые в процессе выполнения работы знания, умения и элементы компетенций, теоретическое изложение необходимого материала (при необходимости примеры выполнения заданий), варианты заданий, описание алгоритма выполнения работы и контрольные вопросы (с целью выявить и устранить недочеты в освоении материала). 
Для получения дополнительной, более подробной информации по основным вопросам учебной дисциплины в конце методических рекомендаций приведен перечень информационных источников. 
Отчеты студентов по практическим работам должны выполняться в отдельных тетрадях, содержать номер, название и цель работы, выполненные задания и их результаты.

ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ
	
	Тема
	

	1
	Множества и операции над ними
	2

	2
	Решение задач, связанных с вычислением вероятности событий.
	2

	3
	Решение задач, связанных со статистическим распределением выборки.
	2

	4
	Решение систем линейных уравнений методом Гаусса и по формулам Крамера.
	2

	5
	Действия над комплексными числами
	2

	6
	Вычисление пределов
	2

	7
	Определение непрерывности и точек разрыва функции
	2

	8
	Решение задач прикладного характера
	2

	9
	Нахождение площади криволинейной трапеции
	2

	10
	Решение задач прикладного характера
	2

	
	
	20




ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1

Название практической работы: Множества и операции над ними.
Цель работы: научится выполнять действия с числовыми множествами.
знания(актуализация):
основные понятия дискретной математики (множества, операции над множествами);
умения:
применять математические методы для решения профессиональных задач;
Теоретический материал:
Множествомназывается совокупность некоторых элементов, объединенных каким-либо общим признаком. Элементами множества могут быть числа, фигуры, предметы, понятия и т.п.
Множества обозначаются прописными буквами, а элементы множество строчными буквами. Элементы множеств заключаются в фигурные скобки.
Если элементxпринадлежит множествуX, то записываютx∈Х(∈— принадлежит).
Если множество А является частью множества В, то записывают А⊂В(⊂— содержится).
Множество может быть задано одним из двух способов: перечислением и с помощью определяющего свойства.
Например, перечислением заданы следующие множества:
· А={1,2,3,5,7} — множество чисел
· Х={x1,x2,...,xn} — множество некоторых элементов x1,x2,...,xn
· N={1,2,...,n} — множество натуральных чисел
· Z={0,±1,±2,...,±n} — множество целых чисел
Множество (-∞;+∞) называетсячисловой прямой, а любое число — точкой этой прямой. 
Пусть a — произвольная точка числовой прямой и δ — положительное число. Интервал (a-δ; a+δ) называется δ-окрестностью точки а.
Если множество не содержит ни одного элемента, то оно называется пустым множеством и записывается Ø.
Числовые промежутки
Числовые отрезки, интервалы, полуинтервалы и лучи называют числовыми промежутками.

	Неравенство, задающее числовой промежуток
	Обозначение числового промежутка
	Название числового промежутка
	Читается так:

	a ≤ x ≤ b
	[a;b]
	Числовой отрезок
	Отрезок от a до b

	a < x < b
	(a;b)
	Интервал
	Интервал от a до b

	a ≤ x < b
	[a;b)
	Полуинтервал
	Полуинтервал от a до b, включая a.

	a < x ≤ b
	(a;b]
	Полуинтервал
	Полуинтервал от a до b, включая b.

	x ≥ a
	[a; + ∞)
	Числовой луч
	Числовой луч от aдоплюс бесконечности

	x > a
	(a; + ∞)
	Открытый числовой луч
	Открытый числовой луч от aдоплюс бесконечности

	x ≤ a
	(- ∞; a]
	Числовой луч
	Числовой луч отминус бесконечности доa

	x < a
	(- ∞; a)
	Открытый числовой луч
	Открытый числовой луч отминус бесконечности до a



Пример 1. Определение числового неравенства 
Отметим на координатной прямой точки с координатами -3 и2. Если точка расположена между ними, то ей соответствует число, которое больше -3 и меньше 2. Верно и обратное: если число х удовлетворяет условию -3<x<2 , то оно изображается точкой, лежащей между точками с координатами -3 и 2.
Множество всех чисел, удовлетворяющих условию -3<x<2, называетсячисловым промежуткомили просто промежутком от -3 до 2 и обозначается так: (-3;2).
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2094.gif]
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2095.gif]
На рисунках изображены множество чисел х, для которых выполняется неравенство х<10 и х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2093.gif]10. Эти множества представляют собой промежутки, обозначаемые соответственно (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2096.gif]; 10) и (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2096.gif]; 10]. Читается так: число х принадлежит промежутку отминус бесконечности (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2096.gif]) до 10 (х<10) и число х принадлежит промежутку от минус бесконечности (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2096.gif]) до 10, включая число 10 (х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2093.gif]10). Знак равенствав неравенстве обозначаетсяквадратной скобкойв указании промежутка.
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2097.gif][image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2098.gif]
Пример 2. Пересечение числовых промежутков
Множество, составляющее общую часть некоторых множеств А и В, называютпересечениемэтих множеств и обозначают А[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2105.gif]В.Промежуток [3;5] является пересечением промежутков [1;5] и [3;7]. Это можно записать так: [1;5][image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2105.gif][3;7]=[3;5].
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2106.gif]
Промежутки [0;4] и [6;10] не имеют общих элементов. Если множество не имеет общих элементов, то говорят, что их пересечение пусто. Значит, пересечение промежутков [0;4][image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2105.gif][6;10]=0.
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2107.gif]
Пример 3. Объединение числовых промежутков
Каждое число из промежутка [1;7] принадлежит хотя бы одному из промежутков [1;5] и [3;7], то есть, либо промежутку [1;5], либо промежутку [3;7], либо им обоим.
Множество, состоящее из элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А и В, называютобъединениемэтих множеств обозначают[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2110.gif].
Промежуток [1;7] является объединением промежутков [1;5] и [3;7]. Это можно записать так: [1;5][image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2111.gif][3;7]=[1;7].
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2106.gif]
Заметим, что объединение промежутков не всегда представляет собой промежуток, например множество [0;4][image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2112.gif][6;10] не является промежутком.

Ход работы:
1. Выберите правильное изображение промежутка [-2;4] на координатной прямой
1)[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2099.gif]2)[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2100.gif]
3)[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2101.gif]4)[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2102.jpg]
2. Выберите промежуток, изображенный на координатной прямой:
[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2103.gif]
а) х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2093.gif]8;б) х<8; в) х>8;г) х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2104.gif]8.
3. Принадлежит ли промежутку [-8;-5] число…
а) -9; б) -8; в) -5,5; г)-5; д)-4; е)-7,5?
4. Используякоординатную прямую, найдите пересечение промежутков:
а) (1;8) и (5;10); б) [-4;8] и [-6;6]; в) (-5;1] и (-4;2]; г) (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2108.gif];3] и [0;+[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]].
5. Покажите штриховкой на координатной прямой объединение промежутков:
а) (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]; 4) и (10;+[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]); б) [3;+[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]) и (8;+[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]); в) [-4;8] и [-6;6]; г) (-5;1] и (-4;6].
6.  Числовым промежутком называется…
а) множество всех чисел, удовлетворяющих неравенству;
б) множество всех чисел;
в) переменных.
7. Какие из чисел не удовлетворяют неравенству -2<х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2093.gif]8:
а) 2 и 5; б) -1 и 8; в) -2 и 9;г) 0 и 8.
8. Укажите множество решений неравенства х>20:
а) (-[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]; 20); б) (20; +[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]);в) [20; +[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]); г)[-20;+[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2109.gif]).
9. Укажите множество, представляющее собой общую часть множеств:
х[image: http://festival.1september.ru/articles/563918/Image2093.gif]3 и -5<х<3,2:
а) (- 5; 3); б) (-5; 3,2); в) (-5; 3]; г) [3; 3,2).
10. Ответьте на контрольные вопросы:
1) Назовите основные числовые множества;
2) что называется объединением множеств;
3) что называется пересечением множеств.
11.Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2

Название практической работы: Решение задач, связанных с вычислением вероятности событий.

Цель работы:Научиться вычислять вероятности событий.
знания (актуализация):
основные понятия теории вероятности и математической статистики (случайное событие, вероятность, основные теоремы вероятностей);
основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;
Теоретическая часть:
1. Случайное событие
Случайное событие – это любой факт, который в результате испытания может произойти или не произойти. Случайное событие – это результат испытания.
Испытание (опыт, эксперимент) – в этом определении понимается определение определенного комплекса условий, в которых наблюдается то или иное явление, фиксируется тот или иной результат. Испытание может проводиться человеком, но может осуществляться и независимо от человека. Человек в этом случае выступает в роли наблюдателя.
Событие обозначаются начальными прописными (заглавными) буквами латинского алфавитаА, В, С.
1. Достоверное событие – это событие, которое в результате испытания обязательно должно произойти.
2. Невозможное событие – это событие, которое в результате испытания вообще не может произойти.
События называются несовместимыми, если наступление одного из них исключает появление другого. В противном случае события – совместные.
Противоположные события: два события А и Ā называются противоположными, если не появление одного из них  в результате данного испытания влечет появление другого. (Ā читается «не  A»).
2. Вероятность случайного события
Численная мера степени объективности возможности наступления события называется вероятностью случайного события.
Классическое определение вероятности события А:
P(A) = 
Вероятность события А равна отношению числа случаев, благоприятствующих событию А (m), к общему числу случаев (n).
Пример 1
Лабораторная крыса, помещенная в лабиринт, должна избрать один из пяти возможных путей. Лишь один из них ведет к поощрению в виде пище. В предположении, что  крыса с одинаковой вероятностью изберет любой путь, какова вероятность выбранного пути, ведущего к пище?
Решение:
Пример 2
При бросании игральной кости, возможно, шесть исходов: выпадение 1, 2, 3, 4, 5, 6 

очков. Какова вероятность появления четного числа очков?
Решение: P(A) =  = 
Событие А – «появление четного числа очков» благоприятствуют 3 исхода (2, 4 и 6 очков).
Пример 3
Все натуральные числа от 1 до 30 записаны на одинаковых карточках и помещены в урну. После тщательного перемешивания карточек из урны извлекается одна карточка. Какова вероятность того, что число на взятой карточке окажется кратным 5?
Решение:
Обозначим через А событие, состоящее в том, что число на взятой карточке кратно 5. В данном испытании имеется 30 равновозможных исходов, из которых событию А благоприятствуют 6 исходов 5, 10, 15, 20, 25, 30).  
Следовательно,  P(A) =  = 0,2
Пример 4
Подбрасывают 2 монеты. Какова вероятность, что обе упадут «гербом» кверху?

Решение:
   4 исхода бросания монет: ГГ, ГР, РГ, РР.
   Пусть событие А – «выпали 2 герба» - этому событию благоприятствует один  исход.
P(A) = = = 0,25
Пример 5
Подбрасываются два игральных кубика, подсчитывается сумма очков на верхних гранях. Что вероятнее – получить в сумме 7 или 8?
Решение:
Обозначим события: А – «выпало 7 очков», В –«выпало 8 очков».
	Событию А благоприятствуют 6 элементарных исходов: (1;6), (2;5), (3;4), (4;3), (5;2), (6;1).
События В благоприятствует 5 исходов: (2;6), (3;5), (4;4), (5;3), (6;2).
Всех равновозможных исходов n=62 =36.
P(A) =  =  = 0,167, 		P(B) =  = 0,139
Итак, Р(А) > Р(В) получить в сумме 7 очков более вероятное событие, чем в сумме 8 очков.


3. Статистическое определения вероятности
Относительная частота события – это доля тех фактически проведенных испытаний, в которых событие А появилось W = Р*(А)= . Это опытная экспериментальная характеристика, где m – число опытов, в которых появилось событие А; n – число всех поведенных опытов.
Вероятностью события называется число, около которого группируются значения частоты данного события в различных сериях большого числа испытаний  Р(А) = 
Пример 6
Из 982 больных, поступивших в хирургическую больницу за месяц, 275 человек имели травмы. Какова относительная частота поступления больных с этим видом заболевания?
Решение:  Р*(А) =
Пример 7
При стрельбе по мишени частота w=0,75. Найти число попаданий при 40 выстрелах.
Решение:  W = m = Wn; m = 0,75·40 = 30.
Ответ: было получено 30 попаданий.

4. Закон сложения вероятностей
Сумма двух событий – это такое событие, при котором появляется хотя бы одно из этих событий (А или В).
 Если А и В совместные события, то их сумма А+В обозначает наступление события А или события В, или обоих событий вместе.
Если А и В несовместимые события, то сумма А+В означает наступление или события А или события В.
Пример 8
Победитель соревнования награждается призом (событие А), денежной премией (событие В), медалью (событие С). Что представляют собой события А+В?
 Решение:
События А+В состоит в награждении победителя или призом денежной премией, или тем и другим.
Пример 9
Турист имеет возможность посетить 3 города: А, В и С. Обозначаем события:      А – турист посетил город А; В- турист посетил город В;
С-турист посетил город С. В чем заключается событие А+С?
Решение:
Турист посетил только один из городов А или С, или он посетил их оба. 
Вероятность суммы двух несовместимых событий равна сумме вероятностей этих событий:
Р(А+В)=Р(А)+(В).
Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей их совместного появления:
Р(А+В)=Р(А)+(В) – Р(АВ).
Сумма вероятностей дискретный событий, образующих полную группу, равна единице
Р(А1 )+ Р(А 2)+…= Р(Аn)=1
Или

Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
Р(А)+Р(Ā)=1.
Пример 10
Пусть вероятность того, что забег выигрывает Джим, равна   , а вероятность того, что забег выиграет Том, равна  . Какова вероятность того, что забег выиграет один из них?
Решение: P(A +B) =  + 
Пример 11
Вероятность того, что у взрослого пациента все зубы сохранились равна 0,67. Вероятность того, что некоторые зубы отсутствуют равна 0,24. Вероятность того, что он беззубый равно 0,09. Вычислить вероятность того, что у пациента несколько зубов.
Решение: Р(А+В)=Р(А)+Р(В)=0,67+0,24=0,91.
Пример 12
Вероятность попадания в опухолевую клетку «мишень» первого радионуклида равна Р =0,7, а второго –Р =0,8. Найти вероятность попадания в клетку - «мишень», если бы одновременно использовались оба препарата.
Решение:
Р(А+В)=Р(А)+Р(В) - Р(А ·В)=0,7+0,8 - 0,56=0,94.
Для непрерывных случайный величин условие нормировки имеет вид:

Пример 13
В большой популяции плодовой мушки 25% мух имеют мутацию глаз, 50% - мутацию крыльев, а 40% мух с мутацией глаз и крыльев. Какова вероятность того, что у мухи, наудачу выбранной из этой популяции, окажется хотя бы одна из этих мутаций?

Решение:
А – Событие, состоящее в том, что случайно выбранная мха имеет мутации глаз. В есть событие, состоящее в том, что случайно выбранная муха имеет мутацию крыльев. Вероятность того, что муха имеет одну или обе мутации:
Р(А+В)=Р(А)+Р(В) - Р(АВ).
Тогда         Р(А+В)=0,25+0,5 - 0,4· 0,25=0,65.
4. Условная вероятность
Условная вероятность события В – это вероятность события В, найденная при условии, что событие А произошло. Обозначается Р(А/В).
Пример 14
В коробке содержатся 3 белых и 3 желтых таблетки. Из коробки дважды вынимают наугад по одной таблетке, не возвращая их в коробку. Найти вероятность появления белых таблеток при втором испытании (событие В), если при первом испытании была извлечена желтая таблетка (событие А).
Решение:
После первого испытания в коробке осталось 5 таблеток, из них 3 белых.
Искомое условие вероятности:  Р(В/А)=  3/5 =0,6.
Пример 15
В коробке находится 8 красных и 6 белых таблеток. Из коробки последовательно без возвращения извлекают 3 таблетки. Найти вероятность того, что все 3 таблетки белые.
Решение:
Обозначим; А1 - первая таблетка белая, А2  - вторая таблетка белая, А3  - третья таблетка
белая.
Р(А1А2 А3)=Р(А1)Р(А2 /А1)·Р(А3 /А1 А2);
Р(А1 )=  ;   Р(А2 /А1)=   ;    Р(А3 /А1 А2) = ;
P(A) = P(A1A2A3) =  = 0,055.
Пример 16
Предположим, что в некоторой семье имеются 2 ребенка.
1.	Какова вероятность, что оба ребенка – мальчики?
2.	Если известно, что, по крайней мере, один из детей – мальчик, то какова вероятность того, что об ребенка – мальчики?
3.	Если известно, что старший ребенок – мальчик, то вероятность того, что оба ребенка – мальчики?
Решение:
1. Четыре равновероятных события ММ, МД, ДМ ДД; Р(ММ)= 1/4 .
2. Исключается вариант ДД: Р(ММ)= 1/3.
3. Варианты только: ММ, МД: Р(ММ)=  1/2.
5.Закон умножения вероятностей
Произведение двух событий – это событие, состоящее в совместном появлении этих событий (А и В).
Пример 17
Пусть имеются следующие события: А – «из колоды карт вынута дама»; В – «из колоды карт вынута карта пиковой масти». Что представляет собой событие АВ?
Решение: АВ есть событие «вынута дама пик».
Событие В называются независимыми от события А, если появление события А не изменяет вероятности появления события В.
Вероятность появления нескольких независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:
Р(А·В)=Р(А)· Р(В).
Для зависимых событий:
Р(АВ)=Р(А) ·Р(В/А).
Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, найденную в предположении, что первое событие произошло.
Пример 18
Найти вероятность совместного появления  герба при одном бросании двух монет.
Решение: Р(А/В)=Р(А) ·Р(В) =  .
Пример 19
Вероятность того, что у взрослого пациента все зубы сохранились равна 0,67. Какова
вероятность того, что у двух не имеющих отношения друг к другу больных, ожидающих приема в кабинете стоматолога, есть все зубы?
Решение: Р(А · В)=Р(А) · Р(В)=0,67 · 0,67=0,45.    
Пример 20
Найти вероятность того, что в семье из двух детей:
1) оба ребенка – мальчики; 2) оба ребенка – девочки; 3) старший ребенок           
   мальчик, а младший – девочка. Вероятность рождения мальчика – 0,515.
Решение:
Р(ММ)=Р(М) ·Р(М)=0,515 ·0,515=0,265;
Р(ДД)=0,485· 0,485=0,235;
Р(МД)=0,515· 0,485=0,25
Пример 21
Известно, что в 3 случаях из 250 на свет появляются близнецы, причем    в одном случае – это истинные (монозиготные) близнецы. Какова вероятность, что у определенной беременной женщины родятся близнецы мальчик и девочка. Учтите, что однояйцовые близнецы никогда не бывают разных полов – это обязательно либо 2 мальчика, либо 2 девочки.
Решение:
Вероятность иметь дизиготных близнецов равна:
Р(А)= ;    1 – Р(В) = 1 -  =  
Искомая вероятность:
Р(А)· Р(В)=   ·  ·   ·    = .
Пример 22
Вероятность того, что студент в летнюю сессию сдаст первый экзамен, равна 0,9; второй – 0,9; третий – 0,8. Найти вероятность того, что студентом будут сданы 1)только второй экзамен; 2)все три экзамена.
Решение:
1) Р(В)=Р(А1 А2 А3 )=Р(А1 ) · Р(А2 ) · Р(А3 )=0,1  0,9  0,2=0,018
2) Р(А1А2 А3)=Р(А1) · Р(А2 ) · Р(А3 )=0,9  0,9  0,8=0,648.

Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из событий А1 , А2 ,…, Аn , независимых в совокупности, равна разности между единицей и произведением вероятностей противоположных событий  1 , Ā2 , …, Ān.
Пример 23
Вероятность попадания в цель при стрельбе из трех орудий такова: Р1 = 0,75; Р2 = 0,8; Р3 = 0,85. Какова вероятность хотя бы одного попадания (событие А) при одном залпе из всех этих орудий?
Решение:
g1= 1 – Р1 = 1 – 0,75= 0,25;
g2= 1 – Р2 = 1 – 0,8 = 0,2;
g3= 1 – Р3 = 1 – 0,85= 0,15; 
Р(А) = 1 – g1g2g3;
Р(А)= 1 – 0,25 · 0,2 · 0,15=0,9925.
Пример 24
Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка равна 0,7, а для второго – 0,8. Найти вероятность того, что при одном залпе в мишень попадет только один стрелок.
Решение:
Вероятность того, что в мишень попадет первый стрелок и не попадет второй, равна:
Р(А1 Ā2)=0,7· (1-0,8)=0,7· 0,2=0,14
Вероятность того, что попадает второй стрелок в мишень и не попадет первый, равна:
Р(Ā1 А2)=(1 – 0,7)· 0,8=0,3·0,8=0,24.
Вероятность того, что в мишень попадет только один стрелок, равна сумме этих вероятностей:
Р(А1 Ā2 )+Р(А1 Ā2 )=0,14+0,24=0,38.
Пример 25
Сколько должна планировать пара иметь детей, что бы вероятность хотя бы одного мальчика была выше 90% (вероятность рождения мальчика и девочки – 0,5). 
Решение:
Пусть вероятность того, что все девочки:
Р(Д) =  …n = n= 0,9
Вероятность того, что не все девочки:
Р(хотя бы один мальчик)= 1 -  n = 0,9.
0,1= n ;1/2n;  2n = 10 n 4.
6.Формула Байеса
Формула Байеса применяется, когда событие А, которое может появиться только с одной из гипотез Н1, Н2 …Нп, произошло и необходимо произвести количественную переоценку априорных вероятностей этих гипотез Р(Н1), Р(Н2), ..., Р(Нп), известных до испытания, т.е. найти апостериорные (получаемые после проведения испытания) условные вероятности гипотез Р(Н1/А), Р(Н2/А), …, Р(Нп/А):
Р(Нi/А) = 
Или вместо Р(А) используем ее значение, вычисленное по формуле полной вероятности:
Р(Нi/А) = 
Итак, пусть до опыта имеются гипотезы Н1, Н2, ..., Нп. После опыта становится известной информация о результатах опыта, но не полная, а именно: результаты наблюдений показывают, что наступило некоторое событие А.
Считается, что до опыта были известны (априорные) вероятности гипотез Р(Н1),Р(Н2), ...,Р(Нп) и условные вероятности Р(А/Н1), Р(А/Н2),..., Р(А/Нп). Необходимо определить апостериорные вероятности гипотез Р(Н1/А), Р(Н2/А), ..., Р(Нп/А).
Значение формулы Байеса состоит в том, что при наступлении событияА, т.е. по мере получения новой информации, мы можем проверять и корректировать выдвинутые до испытания гипотезы. Такой подход называется байесовским.
Пример 26
Два охотника одновременно стреляют одинаковыми пулями в медведя. В результате медведь был убит одной пулей (событие А). 
Как охотники должны поделить шкуру убитого медведя, если известно, что вероятность попадания у первого охотника 0,3,а у второго 0,6?
Решение:
Воспользуемся формулой Байеса. Определим предварительно гипотезы.
Гипотеза Н1 :попал первый охотник, второй промахнулся.
Гипотеза Н2: попал второй, первый промахнулся.
Гипотеза Н3: попали оба охотника.
Гипотеза Н4: оба промахнулись.
СобытиеАможет произойти только тогда, когда произошла либо гипотеза Н1, либо гипотеза Н2, т. е.:
Р(А/Н1)=1, 		Р(А/Н3)=0
Р(А/Н2)=1,		 Р(А/Н4)=0
Предполагаем, что попадания охотников в медведя не зависят друг от друга. И получаем: 
Р() = 0,3·(1 – 0,6) = 0,12;
Р(Н2) = 0,6·(1 – 0,3) = 0,42;
Р(Н3) = 0,3·0,6 = 0,18;
Р(Н4) = (1 – 0,3)(1 – 0,6) = 0,28.
 Применяем формулу Байеса:
Р(Н1/А) = 
Р(Н1/А) = 
Р(Н2/А) = 
Р(Н2/А) = .
Таким образом, при справедливом делении первый охотник должен получить шкуры, т.е. меньше четвертой части шкуры, в то время как, на первый взгляд, казалось, что ему причитается   шкуры (0,3).
Ход работы: 
Вариант 1
1. Какова вероятность того, что наудачу выбранное целое число от 40 до 70 является кратным 6?
2. Какова вероятность того, что при пяти бросаниях монеты она три раза упадет гербом кверху?
3. Консультационный пункт университета получает пакеты с контрольными работами из городов А, В и С. Вероятность получения пакета из города А равна 0,6, а из города В – 0,1. Найти вероятность того, что очередной пакет будет получен из города С.
4. Вероятность того, что в летнюю сессию студент сдаст первый экзамен, равна 0,8; второй — 0,9; третий — 0,8. Найти вероятность того, что студент сдаст хотя бы один экзамен.
5. Имеется два одинаковых ящика с шарами. В первом ящике 2 белых и 1 черный шар, а во втором — 1 белый и 4 черных шара. Наудачу выбирают один ящик и вынимают из него шар. Какова вероятность того, что оставшийся шар является белым?
 Вариант 2
1. Какова вероятность того, что наудачу выбранное целое число от 1 до 30 (включительно) является делителем числа 30?
2. В НИИ работает 120 человек, из них 70 знают английский язык, 60-немецкий, а 50-знают оба. Какова вероятность того, что выбранный наудачу сотрудник не знает ни одного иностранного языка?
3. С первого предприятия поступило 200 пробирок, из которых 190 стандартных, а со второго – 300, из которых 280 стандартных. Найти вероятность того, что наудачу взятая пробирка будет стандартной.
4. Вероятность одного попадания в цель при одном залпе из двух орудий равна 0,38. Найти вероятность поражения цели при одном выстреле первым из орудий, если известно, что для второго орудия эта вероятность равна 0,8.
5. Два автомата производят одинаковые хирургические зажимы. Производительность первого автомата вдвое больше, чем второго. Первый автомат производит в среднем 60% зажимов отличного качества, а второй — 84%. Наудачу взятый зажим оказался отличного качества. Найти вероятность того, что он произведен первым автоматом.

Вариант 3
1. Группа туристов, состоящая из 12 юношей и 8 девушек, выбирает по жребию
хозяйственную команду в составе 4 человек. Какова вероятность того, что в числе избранных окажется двое юношей и две девушки?
2. Имеется три урны. В первой находится 5 белых шаров и 3 черных, во второй – 6 белых и 2 черных, в третьей—10 белых шаров. Вынимают наугад один шар. Урна выбирается тоже наугад. Найти вероятность того, что этот шар белый.
3. На тридцати историях болезни написаны 30 двухзначных чисел от 1 до 30 (их порядковые номера). Эти истории болезней лежат на полке в случайном порядке. Какова вероятность вынуть историю болезни с номером, кратным 2 или 3?
4. Отдел технического контроля проверяет медицинское изделие на стандартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. Найти вероятность того, что из двух проверенных изделий только одно стандартное.
5. В пяти аптечках находятся одинаковые по массе и размерам таблетки. В двух — по 6 зеленых и 4 желтых таблеток. (Это аптечка состава Н1). В двух других аптечках (состава Н2) — по 8 зеленых и 2 желтых таблеток. В одной аптечке (состава Н3) — 2 зеленых и 8 желтых таблеток. Наудачу выбирается аптечка и из нее извлекается таблетка, которая оказалась зеленой. Какова вероятность того, что зеленая таблетка извлечена из аптечки первого состава.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3
Название практической работы: Решение задач, связанных со статистическим распределением   выборки.
Цель работы:Научиться решать задачи с использованием элементов математической статистики. 
знания (актуализация):
основные понятия теории вероятности и математической статистики;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности
Теоретическая часть:
1. Случайные величины
Случайная величина — это величина, которая в результате испытания в зависимости от случая принимает одно из возможного множества своих значений (какое именно — заранее неизвестно).
Дискретная случайная величина — это случайная величина, когда принимает отдельное изолированное, счетное множество значений.
Непрерывная случайная величина — это случайная величина, принимающая любые значения из некоторого интервала. Понятие непрерывной случайной величины возникает при измерениях.
Случайные величины обозначаются конечными заглавными буквами латинского алфавита X, У, Z , а их значения — соответствующими строчными буквами х, у, z.
2.Закон распределения случайной величины
Это всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями.
Для дискретной случайной величины закон распределения может быть задан в виде таблицы, аналитически (в виде формулы) и графически.
Таблица — это простейшая форма задания закона распределения. В ней перечислены в порядке возрастания все возможные значения случайной величины X и соответствующие вероятности. Эта таблица называется рядом распределения.
	x1
	x2
	…
	xn

	 p1
	p2
	…
	pn


Ряд распределения может быть изображен графически, если по оси абсцисс откладывать значения случайной величины, а по оси ординат — соответствующие их вероятности. Соединение образует ломаную линию. Это многоугольник или полигон распределения вероятностей. 
 (
х
) (
x
2
) (
x
3
) (
x
n
) (
…
) (
x
1
) (
P
i
)





Полигон распределения вероятностей
Пример 1
Задают ли законы распределения дискретной случайнойвеличины следующие таблицы?
	хi
	1
	2
	3
	4

	Pi
	0,1
	0,2
	0,3
	0,5


 A)                                                      Б)
	хi
	1
	2
	3
	4

	Pi
	0,1
	0,4
	0,3
	0,2


Решение
А) Да, так как выполняется условие :  0,1+0,4+0,3+0,2=1
Б) Нет: 0,1+0,2+0,3+0,5 ≠ 1.
Пример 2
В денежной лотереи выпущено 100 билетов. Разыгрывается один выигрыш в 50 рублей и 10 выигрышей по 1 рублю. Найти закон распределения случайной величины X — стоимости возможного выигрыша для владельца одного лотерейного билета.
Решение: возможные значения Х:

	xi
	50
	1
	0

	рi
	0,01
	0,1
	0,89



Р1= ;  Р2 = ; Р3 = 1 - (Р2 + Р1) 
Контроль: 0,01 + 0,1 + 0,89 = 1

Пример 3

Вероятность того, что студент сдаст семестровый экзамен по биофизике равна 0,7, а по биохимии — 0,9. Составьте закон распределения числа семестровых экзаменов, которые сдаст студент. Построить многоугольник распределения вероятностей.
Решение
Возможные значения X — число сданных экзаменов: 0,1,2.
Считаем вероятности:
Р(Х=0) = Р(А1)·Р(А2) = (1 – 0,7)·(1 – 0,9) = 0,3·0,1 = 0,03 
Р(Х=1) = Р(А1А2 + А1А2) = Р(А1)·Р(А2)  + Р(А1)·Р(А2) = 0,7·0,1 + 0,3·0,9 = 0,34
Р(Х=0) = Р(А1А2 ) = Р(А1)·Р(А2) = (1 – 0,7)·(1 – 0,9) = 0,7·0,9 = 0,63.

	xi
	0
	1
	2

	рi
	0,03
	0,34
	0,63


Ряд распределения имеет вид:

Контроль: 0,03 + 0,34 + 0,63 = 1.
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3.Функция распределения случайных величин
Функция F(х), выражающая для каждого х вероятность того, что случайная величина  Xпримет значение меньше некоторого фиксированного х, называется функцией распределения случайной величины X: Р(х) = Р( X< х). Ее также называют интегральной функцией распределения дискретных и непрерывных случайных величин.
	xi
	1
	4
	5
	7

	рi
	0,4
	0,1
	0,3
	0,2


Пример 4

Дан ряд распределения случайных величины:
Найти и изобразить график ее функции распределения.
Решение
Будем задавать различные значения хiи находить для F(х):
1. Если  х ≤ 1, F(x) = 0
2. Пусть 1 х ≤4, (например, х = 2), F(x) = P(x = 1) = 0,4.
3. Пусть 4 х ≤ 5, (например, х = 4,25),
F(x) = P(X  x) = P(x=1) + P(x=4) = 0,5 + 0,4 = 0,5
4. Пусть 5 х ≤ 7,  F(x) =(P(x=1)) + P(x=4) + P(x=5) = 0,5 + 0,3 = 0,8.
5. Пусть х7 (
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F(x) = (P(x=1) + P(x=4) + P(x=5) + P(x=7) = 0,8 + 0,2 =1
Функция распределения любой дискретной случайной величины есть разрывная ступенчатая функция, скачки которой происходят в точках, соответствующих возможным значениям случайной величины и равны вероятностям этих значений.

4. Числовые характеристики дискретной случайной величины 
1. Математическим ожиданием М(Х); дискретной случайной величины называется сумма произведений всех ее значений не соответствующие им вероятности:
М(Х) = 
Пример 5
Известны значения распределения случайных величин X и Y — число очков выбиваемых первым и вторым стрелками.
	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	pi
	0,15
	0,11
	0,04
	0,05
	0,04
	0,10
	0,10
	0,04
	0,05
	0,12
	0,20


	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	pi
	0,01
	0,03
	0,05
	0,09
	0,11
	0,24
	0,21
	0,10
	0,10
	0,04
	0,02



Необходимо выявить, какой из двух стрелков стреляет лучше. Построить многоугольники распределения.
Решение:
Очевидно, что из двух стрелков лучше стреляет тот, кто в среднем выбивает большее количество очков.
M(X) = 0·0,15 + 1·0,10 + 2·0,04 + … + 9·0,12 + 10·0,2 = 5,36
M(Y) = 0·0,01 + 1·0,03·0,05 + … +9·0,04 + 10·0,02 = 5,36
То есть среднее число выбиваемых очков у двух стрелков одинаково.
Пример 6
Случайная величина Х задана законом распределения: 
	xi
	1
	2
	5

	 pi
	0,3
	0,5
	0,2


Решение: М(Х) = 1·0,3 + 2·0,5 + 5·0,2 = 2,3
2.  Дисперсия дискретнойслучайности величины. Слово «дисперсия» означает «рассеяние»:
D(X) = M(X – M(X))2.
Дисперсией D(х)случайной величины называется математическое ожидание квадрата ее отклонения от математического ожидания.
Среднее квадратическое отклонение σ (стандартное отклонение или стандарт) случайной величины X — это арифметическое значение корня квадратного из ее дисперсии:
 σ = 
Пример 7.
В задаче  1 о стрелках вычислить дисперсию числа выбитых очков для каждого стрелка.
Решение:
Очевидно, что лучше стрелял тот стрелок, у которого при равенстве средних значений числа выбитых очков меньше отклонение этого числа относительно среднего значения (дисперсия).
D(X) = (0 – 5,36)2 ·0,15 + (1 – 5,36)2·0,11 + … + (10 – 5,36)2·0,2 = 13,6
D(X) = (0 – 5,36)2 ·0,01 + (1 – 5,36)2·0,03 + … + (10 – 5,36)2·0,02 = 4,17
Ответ: Дисперсия меньше у второго стрелка.
Пример 8
В задаче  2 вычислить дисперсию.
Решение:
D(х) = (1 – 2,3)2 ·0,3 + (2 – 2,3)2·0,5 + (5 – 2,3)2·0,2 = 2,01

5.  Плотность вероятности непрерывных случайных величин
Плотностью вероятности, или плотностью распределения f(х) непрерывной случайной величины Х, называется производная ее функции распределения:
f(x) = F´(x)
 (
f (
x
)
)	Ее также называют дифференциальной функцией распределения.
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Свойство плотности вероятности:
1. Неотрицательная функция f(x) > 0 .
2. Площадь фигуры, ограниченной кривой распределения и осью абсцисс, равна единице.
3. Вероятность попадания непрерывной случайной величины в интервал [а, bравна определенному интегралу от ее плотности вероятности в пределах от а до b.

Геометрическая интерпретация:
Полученная вероятность равна площади фигуры, ограниченной сверху кривой распределения и опирающейся наотрезок[а, b].
Непрерывная случайная величина описывается следующими числовыми характеристиками:
1. Математическое ожидание: М(Х) = 
2. Дисперсия D(X) = ·f(x)dx
Или D(X) = ·f(x)dx – 
Пример 9
Найдите математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, если плотность распределения:

 (
1
)Решение:
 (
1
) (
0
)М (х) =  = = 
 (
0
)Д(х) = - = = -  = 
	
6.Нормальный закон распределения
Этот закон наиболее часто встречается на практике. Он является предельным законом, к которому приближаются другие законы распределения. Нормальное распределение является одним из самых важных распределений в статистике. Обычно всё сравнивают с нормальным законом распределения.
Непрерывная случайная величина Xимеет нормальный закон распределения (закон Гаусса) с параметрами  и 2, если ее плотность вероятности имеет вид:

Свойства плотности распределения вероятностей: 
· Она колокообразная («колокол Гаусса»), иначе унимодальная. 
· Плотность определяется двумя параметрами: математическим ожиданием () и средним квадратическим отклонением ().
· Симметричная относительно среднего.
· Среднее и медиана нормального распределения равны.
· Кривая сдвигается вправо, если среднее увеличивается при постоянном квадратическом отклонении (рис. б), и сдвигается влево, если среднее уменьшается.
· Кривая расширяется, если среднее квадратическоеотклонение а увеличивается (если среднее постоянно).
·  (
1
=
2
) (
2
1
) (
2
) (
1
) (
х
) (
0
) (
х
)Кривая становится более остроконечной с меньшей шириной основания колокола, если а уменьшается при среднем постоянном (площадь под графиком всегда равна 1)(рис. в).
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Кривая нормального закона распределения и ее изменения при изменении параметров
)

Дополнительные свойства:
Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина х со средним  и средним
квадратическим отклонением  (стандартное отклонение) находится между ( - ) и ( + ), равна 0,68,т.е. 68% случайной величины х отличается от среднего не более чем на одно стандартное отклонение±. 
Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина х находится между (-2) и (+2), равна 0,95, т.е. примерно 95% случайной величины х отличается от среднего на два стандартныхотклонения ±2. 
 (
Правило трех сигм
) (
99
%
) (
95%
) (
-
) (
+
) (
х
)Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина х находится между ( - З) и (+ З), равна 0,99, т.е. 99% (практически достоверно). Это свойство носит название правило трех сигм.










Ход работы: 
Вариант 1
1. Случайная величина Х задана законом распределения:
	xi
	2
	3
	10

	pi
	0,1
	0,4
	0,5


Найти математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение (Х). Построить многоугольник распределения.
	xi
	0,1
	2
	10
	20

	 pi
	0,4
	0,2
	0,15
	0,25


2. Найти дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения. Построить многоугольник распределения.

	xi
	3
	5
	2

	pi
	0,1
	0,6
	0,3


Вариант2. 
1. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения.
2. Найти дисперсию случайной величины X, которая задана законом распределения.
	xi
	2
	3
	5

	pi
	0,1
	0,6
	0,3



Вариант 3.
1. Дискретная случайная величина Xимеет закон распределения. 
	xi
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1

	pi
	0,1
	0,2
	0,4
	Р4
	0,1


Чему равна вероятность Р4(Х = 0,8)? Построить многоугольник распределения. Найти математическое ожидание и дисперсию.
2. Дискретная случайная величина Xимеет закон распределения.
	xi
	3
	4
	5
	6
	7

	 pi
	Р1
	0,15
	Р3
	0,25
	0,35


Найти вероятность Р1(х = 3) и Р3(х = 5), если известно, что Р3в 4 раза больше Р1. Построить многоугольник распределения. Найти математическое ожидание и дисперсию.


ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА №4

Название практической работы: Решение систем линейных уравненийметодом Гаусса и  по формулам Крамера.
Цель работы: научиться решать систему линейных уравненийметодом Гауссаи по формулам Крамера.
знания (актуализация):основные понятия линейной алгебры (линейное уравнение, система линейных уравнений, арифметические действия с числами, определитель, методы вычисления определителей);
основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;
Теоретический материал:
1.Формулы Крамера для системы из двух уравнений
Системы из двух уравнений

, 
Определение. Определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, называется определителем системы и обозначается Δ (дельта):

Δ=
Определители Δx, Δy получаются путём замены коэффициентов при соответствующих неизвестных свободными членами:


Δx==b1а22-а12b2;Δy== а11b2-b1а21.
Найти значенияхиy возможно только при условии, если[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image024.gif].
Этот вывод следует из следующей теоремы.
Теорема Крамера:Если определитель системы отличен от нуля, то система линейных уравнений имеет одно единственное решение, причём неизвестное равно отношению определителей. В знаменателе – определитель системы, а в числителе – определитель, полученный из определителя системы путём замены коэффициентов при этом неизвестном свободными членами. Эта теорема имеет место для системы линейных уравнений любого порядка.


Таким образом, формулы Крамера для системы из двух уравнений: х=, у=.
Пример 1. Решить систему линейных уравнений:
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image028.gif].
Согласно формулам получаем: 
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image030.gif]
[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image032.gif]
Итак, решение системы[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image034.gif]
2. Частные случаи 
Три случая при решении систем линейных уравнений:  
1) система линейных уравнений имеет единственное решение(система совместна и определённа)
Условия:   [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image036.gif][image: http://function-x.ru/chapter3/sys58.gif].
2) система линейных уравнений имеет бесчисленное множество решений(система совместна и неопределённа)
Условия: [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image026_0000.gif],     [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image041.gif], т.е. коэффициенты при неизвестных и свободные члены пропорциональны.
3) система линейных уравнений решений не имеет(система несовместна)
Условия: [image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image043.gif][image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image049.gif]
Итак, система m линейных уравнений с n переменными называетсянесовместной, если у неё нет ни одного решения, и совместной, если она имеет хотя бы одно решение. Совместная система уравнений, имеющая только одно решение, называетсяопределённой, а более одного –неопределённой.

3.Формулы Крамера для системы из трех уравнений






х=;  у=; z=.
Где Δ (дельта) составлен из коэффициентов при неизвестных: 

Δ=А определители Δx, Δy, Δz получаются путём замены коэффициентов при соответствующих неизвестных свободными членами:



Δx=;Δy=;Δz=
Найти значениях, y и zвозможно только при условии, если[image: http://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image024.gif].
Пример 2. Решить систему линейных уравнений:

, 


Δ==79, Δx==395,



Δy==-158,Δz==237, 




х==5;   у==-2; z==3.

Ответ: (5; -2; 3)

4.  Метод Гаусса. 
Система линейных уравнений может:
1.Иметь единственное решение.
2. Иметь бесконечно много решений.
3. Не иметь решений (быть несовместной).
Метод  Гаусса – наиболее мощный и универсальный инструмент для нахождения решения любой системы линейных уравнений. Как мы помним, правило Крамера и матричный метод непригодны в тех случаях, когда система имеет бесконечно много решений или несовместна. А метод последовательного исключения неизвестных в любом случае приведет нас к ответу!
Рассмотрим метод Гаусса для случая №1 (единственное решение системы). Алгоритм метода во всех трёх случаях работает одинаково.
Процесс решения системы линейных алгебраических уравнений по методу Гаусса состоит из двух этапов.
Первый этап (прямой ход метода) – система приводится к треугольному виду.
Второй этап (обратный ход) – неизвестные определяются последовательно, начиная с последнего неизвестного и заканчивая первым.
Пример 1:
Решим систему уравнений методом Гаусса
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image002.gif] 
На первом этапе нужно записать расширенную матрицу системы:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image004.gif]. 
По какому принципу записаны коэффициенты: вертикальная черта внутри матрицы не несёт никакого математического смысла – это просто отчеркивание для удобства оформления.
Справка: рекомендуется запомнить термины линейной алгебры. Матрица системы – это матрица, составленная только из коэффициентов при неизвестных, в данном примере матрица системы: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image006.gif].
 Расширенная матрица системы – это та же матрица системы плюс столбец свободных членов, в данном случае: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image004_0000.gif]. 
Любую из матриц можно для краткости называть просто матрицей.
После того, как расширенная матрица системы записана, с ней необходимо выполнить некоторые действия, которые также называются элементарными преобразованиями.
Существуют следующие элементарные преобразования:
1)Строки матрицы можно переставлять местами. Например, 
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image008.gif]
2) Если в матрице есть (или появились) пропорциональные (как частный случай – одинаковые) строки, то следует удалить из матрицы все эти строки кроме одной. 
В приведенной ниже матрице последние три строки пропорциональны, поэтому достаточно оставить только одну из них: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image012.gif].
3) Если в матрице в ходе преобразований появилась нулевая строка, то ее также следует удалить. Нулевая строка – это строка, в которой одни нули.
4) Строку матрицы можно умножить (разделить) на любое число, отличное от нуля. Рассмотрим, например, матрицу [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image014.gif]. 
Здесь целесообразно первую строку разделить на –3, а вторую строку – умножить на 2:
 [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image016.gif]. 
Данное действие очень полезно, поскольку упрощает дальнейшие преобразования матрицы.
5) Это преобразование вызывает наибольшие затруднения, но на самом деле ничего сложного тоже нет. К строке матрицы можно прибавить другую строку, умноженную на число, отличное от нуля. 
Рассмотрим матрицу из практического примера: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image004_0001.gif].
 Сначала умножаем первую строку на –2 и складываем со второй строкой:
 [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image021.gif]. 
Теперь первую строку можно разделить «обратно» на –2: 
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image023.gif]. 
Строка, которую прибавляли – не изменилась. Всегда меняется строка, к которой прибавляют.
На практике так подробно, конечно, не расписывают, а пишут короче:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image025.gif]

Вернемся к системе [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image002_0000.gif]. 
Запишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных преобразований приведем ее к ступенчатому виду:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image040.gif]
(1) Ко второй строке прибавили первую строку, умноженную на –2, чтобы внизу получить ноль, а значит, избавиться от одной переменной во второй строке.
(2) Делим вторую строку на 3.
Цель элементарных преобразований – привести матрицу к ступенчатому виду: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image042.jpg].
 В оформлении задания прямо так и отчеркивают простым карандашом «лестницу», а также обводят кружочками числа, которые располагаются на «ступеньках». Этот вид называется трапециевидный или треугольный. 
 В результате элементарных преобразований получена эквивалентная исходной система уравнений:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image044.gif]
Теперь систему нужно «раскрутить» в обратном направлении – снизу вверх, этот процесс называется обратным ходом метода Гаусса.
В нижнем уравнении у нас уже готовый результат: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image046.gif].
Рассмотрим первое уравнение системы [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image048.gif] и подставим в него уже известное значение «игрек»:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image050.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image052.gif]
Ответ: [image: http://www.mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image054.gif]
Рассмотрим наиболее распространенную ситуацию, когда методом Гаусса требуется решить систему трёх линейных уравнений с тремя неизвестными.

Пример 2: Решить систему: 
Решение:

1. Выпишем расширенную матрицу системы и приведем ее к треугольному виду:





~~~

полученная расширенная матрица имеет ранг равный трем, ранг матрицы системы также равен трем, r(A)=3 и число неизвестных n=3, следовательно, система определенная, т.е. имеет единственное решение.

2. Записываем уравнение, используя последнюю строку приведённой матрицы: z=1.
Из второй строки: 5y-7z = -7, т.к. z=1, то y= 0.Из третьей строки: x- 2y +4z=3, т.к.z =1  y = 0, то
x = 1.
Ответ: (-1,0,1)



Ход работы:
 1. Решить систему методом Крамера
1 вариант                                               2 вариант3 вариант



1)     1)       1)  

2. Решить систему методом Гаусса и по формулам Крамера:
      1 вариант                                               2 вариант                                 3 вариант




3. Ответьте на контрольные вопросы 
1) Какая система называется совместной, какая несовместной?
2) Какая система называется определенной и неопределенной?
3) Какие способы решения систем уравнений знаете?
4) При каком условии можно использовать формулы Крамера для решения системы уравнений?
5)В чем заключается метод Гаусса для решения системы уравнений?
6) Какой из методов наиболее универсален?
4. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА №5

Название практической работы: Действия над комплексными числами.
Цель работы:научиться выполнять действия над комплексными числами, заданными в алгебраической и тригонометрической форме.
знания (актуализация):
основные понятия теории комплексных чисел;
значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной 
Теоретическая часть.
Cложно представить себе ряд наук без применения комплексных чисел. Комплексные числа успешно прижились в электронике, где благодаря их применению с восхитительной простотой описывается поведение сложныхэлектроцепей. Они также весьма эффективны в описании механики небесных тел, в частности для решения систем уравнений, которые помогают астрономам рассчитывать орбиты планет, спутников и астероидов. А не так давно они нашли широкое применение в компьютерной графике, во многом благодаря их популяризации.
Определение комплексного числа
Число вида , где - действительные числа, а i- мнимая единица, определяемая равенством: , называется комплексным числом,- действительная часть комплексного числа, - мнимая часть комплексного числа.
Модулем комплексного числа :  
Числа  и  называются сопряженными.
Для того чтобы сложить или вычесть два комплексных числа в алгебраической форме нужно соответственно сложить или вычесть их действительные и мнимые части.
Пример: Найти сумму и разность чисел:


Для того, чтобы умножить два комплексных числа в алгебраической форме нужно перемножить их как многочлены и учесть при этом, что .
Пример: Найти произведение чисел:

Для нахождения частного комплексных чисел  и  сначала числитель и знаменатель дроби  умножают на сопряженное знаменателю число, а затем производят остальные действия.

Пример: Найти частное чисел:
=
[bookmark: _Toc189331450]Геометрический смысл комплексного числа
	Комплексное число z = x + iy можно изображать вектором с началом в точке 0 и 
[image: ]
концом в точке z. Этот вектор обозначается той же буквой z.Из рисунка (см. выше) или из формулы |z| = (x2 + y2)1/2 видно, что длина вектора z равна |z|.
С помощью векторной интерпретации наглядно иллюстрируются сумма и разность комплексных чисел. Число z1 + z2 изображается вектором, построенным по правилу сложения векторов z1 и z2, а вектор z1 - z2 можно построить как сумму векторов z1 и -z2. Видно, что расстояние между точками z1 и z2 равно длине вектора z1 - z2, т.е. равно |z1 - z2|. Это же утверждение следует из равенства  |z1 - z2| = [(x1 - x2)2 + (y1 - y2)2]1/2 .
Тригонометрическая форма числа.
	


 , где 
		При этом величина r называется модулем комплексного числа, а угол наклона  - аргументом комплексного числа.

.


Действия с комплексными числами в тригонометрической форме:


Если   и  

1. Умножение комплексных чисел:

2. Деление комплексных чисел:

3. Возведение в степень: 

4. Извлечение корня n- степени: 
Таким образом, корень n – ой степени из комплексного числа имеет n различных значений.
Примеры:
1. Найти модуль комплексных чисел z1 = 4 – 3iи z2 = –2–2i.

;

.

2. Записать числа в тригонометрической форме



, ,
(За значение угла берем наименьшее неотрицательное из возможных значений аргумента.)

Таким образом: z1 = .

3.  Выполнить умножение: 

4. Вычислить: .




5. z1 = z2  = . Найти частное.

. 
Ходработы:
Вариант 1.
1.Даны комплексные числа z1 = 2 + 3i, z2 = 5 – 7i. 
Найти: а) z1 + z2; б) z1 – z2; в) z1z2.
2.Произведите умножение комплексных чисел:
(2 + 3i)(5 – 7i).
3.Решите уравнение:
x2 – 6x + 13 = 0; 
4.Вычислите:
5. Произведите умножение комплексных чисел:
 (cos 40° +  isin 40°) • 3 (cos 50° + isin 50°);
Вариант 2.
1.Даны комплексные числа z1 = 2 + 3i, z2 = 5 – 7i. 
Найти: а) z1 + z2; б) z1 – z2; в) z1z2.
2. Произведите умножение комплексных чисел:
(6+4i)(5 + 2i).
3. Решите уравнение:
9x2 + 12x + 29 = 0.
4.Вычислите:

5. Произведите умножение комплексных чисел:
2 (cos 20° + isin 20°) • 7 (cos 100° + isin 100°)

2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) Как обозначается комплексное число.
2) Назовите две формы комплексного числа
3. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА №6

Название практической работы: Вычисление пределов.
Цель работы:научиться вычислять пределы.
знания (актуализация):
	основные понятия и методы математического анализа (функция, непрерывность функции, бесконечно большая и бесконечно малая функции, свойства бесконечно малых функций, связь между бесконечно малыми и бесконечно большими функциями)
умения:
применять математические методы для решения профессиональных задач;

Теоретическая часть.
 1. Предел функции.





Числа А называют пределом функциипри , если для любого сколь угодно малого > 0 найдется такое > 0, что f(x)-A<при 0<x - а<.
= A
2. Практическое вычисление пределов основывается на следующих теоремах.
Если существуют пределы  и, то:
1. = ;
2.  = ;
3.  =   (при ).

     3.Типы неопределённостей и их виды
1 тип Неопределённость вида в пределе 
Примеры:

1)(т.к. старшие степени числителя и знаменателя равны, то делим коэффициенты при старших степенях х).

2)(т.к. старшая степень числителя больше старшей степени знаменателя)
2 тип Неопределённость вида в пределе 
Для раскрытия неопределённости необходимо либо разложить числитель и знаменатель на множители, либо умножить выражение содержащее корни на сопряжённое.
Примеры:
1) 
2)==
Широко используются для вычисления пределов функций также два замечательных предела функции:
3 тип I-ый замечательный предел и основные эквивалентности:

 = 1
Примеры:
1. Найти предел функции
Решение:
Умножим числитель и знаменатель дроби на 8, 
==
1. 

3 тип II -ой замечательный предел


1. Найти предел функции
Решение:
Воспользуемся свойством степени:  (1∞) = 
Ход работы:
1. Вычислить предел функций:

3

Вариант 1.
1. 
2. 
3. 
4. 
5. )х
Вариант 2 
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

Вариант 3
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) что называется пределом функции
2) какая связь существует между бесконечно малой и бесконечно большой функцией
3) назовите виды неопределенностей.
3. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 7

Название практической работы:Определение непрерывности и точек разрыва функции
Цель работы:научиться определять точки разрыва функции.
знания (актуализация):
основные понятия и методы математического анализа (функция, непрерывность
функции, бесконечно большая и бесконечно малая функции, свойства бесконечно малых
функций, связь между бесконечно малыми и бесконечно большими функциями);значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
	основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности.

Теоретическая часть
1. Определение непрерывности фактически повторяет определениепределафункции в данной точке. Другими словами, функция[image: f]непрерывна в точке[image: x_0],предельнойдля множества[image: D], если[image: f]имеет пределв точке[image: x_0], и этот предел совпадает со значением функции[image: f(x_0)].Точки разрыва. Если условие, входящее в определение непрерывности функции в некоторой точке, нарушается, то говорят, что рассматриваемая функция терпит в данной точке разрыв. Другими словами, если [image: A] — значение функции [image: f] в точке [image: a], то предел такой функции (если он существует) не совпадает с [image: A]. На языке окрестностей условие разрывности функции [image: f]в точке [image: a] получается отрицанием условия непрерывности рассматриваемой функции в данной точке, а именно: существует такая окрестность точки [image: A] области значений функции [image: f], что как бы мы близко не подходили к точке [image: a] области определения функции [image: f], всегда найдутся такие точки, чьи образы будут за пределами окрестности точки [image: A].
[image: Continuidad de funciones 07.svg]
Устранимые точки разрыва
Если предел функции существует, но функция не определена в этой точке, либо предел не совпадает со значением функции в данной точке:
[image: \lim\limits_{x\to a} f(x) \neq f(a)],
то точка [image: a] называется точкой устранимого разрыва функции [image: f] (в комплексном анализе— устранимая особая точка).
Если «поправить» функцию [image: f] в точке устранимого разрыва и положить [image: f(a) = \lim\limits_{x\to a} f(x)], то получится функция, непрерывная в данной точке. Такая операция над функцией называется доопределением функции до непрерывной или доопределением функции по непрерывности, что и обосновывает название точки, как точки устранимого разрыва.

Точки разрыва первого и второго рода]
Если функция имеет разрыв в данной точке (то есть предел функции в данной точке отсутствует или не совпадает со значением функции в данной точке), то для числовых функций возникает два возможных варианта, связанных с существованием у числовых функций односторонних пределов:
· если оба односторонних предела существуют и конечны, то такую точку называют точкой разрыва первого рода. Точки устранимого разрыва являются точками разрыва первого рода;
· если хотя бы один из односторонних пределов не существует или не является конечной величиной, то такую точку называют точкой разрыва второго рода.Элементарные функции, произвольные многочлены, рациональные функции, показательные функции, логарифмы, тригонометрические функции (прямые и обратные) непрерывны везде в своей области определения.

Функция с устранимым разрывом
Функция [image: f\colon\mathbb{R} \to \mathbb{R},] задаваемая формулой
[image: f(x) = \begin{cases}
\frac{\sin x}{x}, & x \neq 0 \\
0, & x = 0
\end{cases}]
непрерывна в любой точке [image: x \neq 0.] Точка [image: x=0] является точкой устранимого разрыва, ибо предел функции
[image: \lim\limits_{x \to 0} f(x) = \lim\limits_{x \to 0} \frac{\sin x}{x} = 1 \neq 0 = f(0).]
давайте посмотрим на график функции [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image137.gif], который ещё не встречался:
[image: Разрыв второго рода]

Исследуем на непрерывность точку [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image075_0004.gif] по стандартной схеме:

1) Функция не определена в данной точке, поскольку знаменатель обращается в ноль.
Конечно, можно сразу сделать вывод о том, что функция терпит разрыв в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image075_0005.gif], но хорошо бы классифицировать характер разрыва, что часто требуется по условию. Для этого:
2) Вычислим односторонние пределы:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image141.gif]
Напоминаю, что под записью [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image143.gif] понимается бесконечно малое отрицательное число, а под записью [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image145.gif] – бесконечно малое положительное число.
Односторонние пределы бесконечны, значит, функция [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image137_0000.gif] терпит разрыв 2-го рода в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image075_0006.gif]. 
Ось ординат является вертикальной асимптотой для графика.
Не редка ситуация, когда оба односторонних предела существуют, но бесконечен только один из них, например:              [image: Один односторонний предел конечен, а другой бесконечен]

Это график функции [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image149.gif].
Исследуем на непрерывность точку [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image151.gif]:
1) Функция не определена в данной точке.
2) Вычислим односторонние пределы:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image153.gif]
О методике вычисления таких односторонних пределов поговорим в двух последних примерах лекции, хотя многие читатели всё уже увидели и догадались.
Левосторонний предел конечен и равен нулю (в саму точку мы «не заходим»), но правосторонний предел бесконечен и оранжевая ветка графика бесконечно близко приближается к своейвертикальной асимптоте, заданной уравнением [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image151_0000.gif] (чёрный пунктир).
Таким образом, функция[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image155.gif]терпитразрыв второго родав точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image151_0001.gif].
Как и для разрыва 1-го рода, в самой точке разрыва функция может быть определена. Например, для кусочной функции [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image157.gif] смело ставим чёрную жирную точку в начале координат. Справа же – ветка гиперболы, и правосторонний предел бесконечен. Думаю, почти все представили, как выглядит этот график.
Как исследовать функцию на непрерывность?
Исследование функции на непрерывность в точке проводится по уже накатанной рутинной схеме, которая состоит в проверке трёх условий непрерывности:
Пример 1
Исследовать функцию [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image159.gif] на непрерывность. Определить характер разрывов функции,
если они существуют. Выполнить чертёж.
Решение:
1) Под прицел попадает единственная точка [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image161.gif], в которой функция не определена.
2) Вычислим односторонние пределы:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image163.gif]
Односторонние пределы конечны и равны.
Таким образом, в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image161_0000.gif] функция терпит устранимый разрыв.
Как выглядит график данной функции?
Хочется провести упрощение [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image165.gif], и вроде бы получается обычная парабола. НО исходная функция не определена в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image167.gif], поэтому обязательна следующая оговорка:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image169.gif]
Выполним чертёж:
[image: Квадратичная функция с точкой устранимого разрыва]
Ответ: функция непрерывна на всей числовой прямой кроме точки [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image161_0001.gif], в которой она терпит устранимый разрыв.
Функцию можно доопределить хорошим или не очень способом, но по условию этого не требуется.
Вы скажете, пример надуманный? Ничуть. Десятки раз встречалось на практике. Почти все задачи сайта родом из реальных самостоятельных и контрольных работ.
Разделаемся с любимыми модулями:
Исследовать функцию на непрерывность и построить график функции [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image004.gif].

Решение: очевидно, что все три части функции непрерывны на соответствующих интервалах, поэтому осталось проверить только две точки «стыка» между кусками. Сначала выполним чертёж на черновике, технику построения я достаточно подробно закомментировал в первой части статьи. Единственное, необходимо аккуратно проследить за нашими особенными точками: в силу неравенства [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image006_0002.gif] значение [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image008.gif] принадлежит прямой [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image010_0002.gif] (зелёная точка), и в силу неравенство [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image012_0000.gif] значение [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image014_0000.gif] принадлежит параболе [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image016.gif] (красная точка):

[image: Разрыв 1-го рода со скачком]
Ну вот, в принципе, всё понятно =) Осталось оформить решение.  Для каждой из двух «стыковых» точек стандартно проверяем 3 условия непрерывности:
I) Исследуем на непрерывность точку [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image020_0000.gif]
1) [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image022_0002.gif] – функция определена в данной точке.
2) Найдём односторонние пределы:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image024_0000.gif]
Односторонние пределы конечны и различны, значит, функция [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image026_0001.gif] терпит разрыв 1-го рода со скачком в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image020_0001.gif].
Вычислим скачок разрыва как разность правого и левого пределов:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image029.gif], то есть, график рванул на одну единицу вверх.
II) Исследуем на непрерывность точку [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image031.gif]
1) [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image033.gif] – функция определена в данной точке.
2) Найдём односторонние пределы:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image035.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image037.gif]– односторонние пределы конечны и равны, значит, существует общий предел.
3) [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image039.gif] – предел функции в точке равен значению данной функции в данной точке.
Таким образом, функция [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image041.gif] непрерывна в точке [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image031_0000.gif] по определению непрерывности функции в точке.
На завершающем этапе переносим чертёж на чистовик, после чего ставим финальный аккорд:
Ответ: функция непрерывна на всей числовой прямой, кроме точки [image: http://www.mathprofi.ru/i/nepreryvnost_funkcii_i_tochki_razryva_clip_image020_0002.gif], в которой она терпит разрыв первого рода со скачком.
Ход работы:
Вариант 1
Исследовать функцию у =/(х-1)2 на непрерывность. Определить характер разрывов функции, если они существуют. Выполнить чертёж.
Вариант 2
Исследовать функцию у =/(1+х)3 на непрерывность. Определить характер разрывов функции, если они существуют. Выполнить чертёж.
2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) Когда функция имеет разрыв в точке?
2) Приведите примеры непрерывных функций?
3.Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 8

Название практической работы: Решение задач прикладного характера
Цель работы:научиться находить производные функций  по формулам дифференцирования.
знания (актуализация):
	основы дифференциального исчисления;
	значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
	основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;

Теоретическая часть.

1. Производные разных порядков

Производная обозначается у' («игрек штрих»), или  («эф штрих от икс»), или 
(«дэ игрек по дэ икс»).
Производная функцииy = f(x)— это предел отношения приращения функции Δyк соответствующему приращению независимой переменной (аргумента)Δx,  когда Δxстремится к нулю




 .
Геометрически производная у'функции y = f(x) представляет угловой коэффициент касательной к графику этой функции (рис.1) в соответствующей точке tg а = у/. 
[image: ]








Физический смысл производной: у/— это скорость изменения функции y = f(x) относительно ее аргумента х. Производная у'характеризирует быстроту изменения функции, т.е. скорость роста. Отрицательная скорость роста означает падение-уменьшение упри увеличении х, т. е. скорость убывания функции. Производная у' указывает на тенденции, характерные для изменения у, и позволяет судить о том, что можно ожидать при дальнейшем изменении аргумента.
Производная 2-го порядка — это производная от производной первого порядка:

y′′ = (y′(x)) ′, y = (читается «дэ» два игрек по дэ икс дважды»).Производная n-го порядка — это производная от производной  (n - 1) порядка: .


Ускорение- это первая производная от скорости по времени или вторая от перемещения по времени . 

Линейная скорость  – это первая производная от перемещения.


Угловая скорость , где - угловое перемещение (угол поворота).

2. Правила дифференцирования. Производные элементарных функций
Таблица 2.1
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Найти производные следующих функций:
Пример 1
y=х2-4х+3.
Решение:
у / = (х2-4х+3) / = (х2)/ - (4х)/ + 3/.
По формулам 1,2, 3, 6 и 7 таблицы 2.1, получим у/ = 2х-4.
Пример 2

  .
Решение:
Вводя дробные и отрицательные показатели, преобразуем данную функцию:

  .
Применяя формулы (6 и 7), получим:



  .
Пример 3


  . Вычислить .
Решение:
По формулам (5 и 7) получим:







.Пример 4


Решение:
Раскрываем скобки и производим деление:

  .
Используем дробные и отрицательные показатели, приводя данное выражение к виду (7) таблицы 2.1:

  .
Находим производную у /:

 .
Пример 5

Найти производную 2-го порядка от функции  .
Решение:
Используя формулы 4, 2 и 12 таблицы 2.1, получим:

 .
Дифференцируя производную у /, имеем:


.
Пример 6
Движение летчика при катапультировании из реактивного самолета

можно приблизительно описать формулой  (м). Определить скорость и ускорение летчика через 2 с после катапультирования.
Решение:
По формулам 3, 6,7 и 8 таблицы 2.1:

 ,


Тогда v=3,7•3t2  +м/с; 

  .
4. Производная сложной функции


Если , где , т.е. если у зависит от х через промежуточный аргумент u, то у называется сложной функцией от х.

Производная сложной функции равна произведению ее производной по промежуточному аргументу на производную этого аргумента по независимой переменной:.
Некоторые формулы таблицы производных теперь будут иметь вид :






и т.д.
5. Найти производные следующих функций:
Пример 1.

.
Решение:
Полагая 1+5х = u и у = u3, применяя правило дифференцирования сложной функции, имеем:

.
Пример 2

.
Решение:
Полагая 3х= u, найдем, используя соответствующие формулы:


Пример 3

.
Решение:
Полагая х3= u, найдем:

.
Пример 4

В какой момент времени скорость тела, движущегося по закону , равна 0? Найти ускорение тела.
Решение:


Скорость тела v  - это первая производная от перемещения   по времени: ; закону




Если v=0, то 0=16t-15 




Ускорение – это первая производная от скорости  по времени:  ; 
Пример 5

Точка совершает колебательные движения по оси абсцисс по закону . Найти момент времени, когда скорость равна нулю. Чему в это время равно x?
Решение:


 ;   ;


 ;   
Ход работы:
1. Найти производные функций при данном значении аргумента: 
Вариант 1
1. 
2. 
3. (2)
4. 
5. ()
6. 
7. 
8. 
9. 

Вариант 2
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. ) 
9. 
Вариант 3
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) запишите определение производной
2) чем отличается производная сложной функции от производной элементарной функции?
3. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 9

Название практической работы:Нахождение площади криволинейной трапеции
Цель работы: Научитьсявычислять площадиплоских фигур с помощью определенного интеграла
знания (актуализация):
значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы;
основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;
основы интегрального и дифференциального исчисления
умения:
решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;
Теоретическая часть
 Определенный интеграл
Определенный интеграл – это общий предел всех интегральных сумм функции f(x) на отрезке . Интегральная сумма , где  - произвольная точка произвольного отрезка.
Обозначается ,где f(x)-подынтегральная функция, х-переменная интегрирования, a и  b – пределы интегрирования.
Основная формула интегрального исчисления (формула Ньютона-Лейбница), устанавливающая связь между определенным и неопределенным интегралом, имеет вид:

Определенный интеграл – это разность значений любой первообразной функции для f(x) при верхнем и нижнем пределах интегрирования.
3. Свойства определенного интеграла
1. При перестановке пределов изменяется знак интеграла.
2. Интеграл с одинаковыми пределами равен нулю.
3. Отрезок интегрирования можно разбивать на части:

4.Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от всех слагаемых.
[image: ]5.Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла.

4. Геометрический смыслопределенного интеграла: он численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной прямыми х=а; х=b; y=0  и частью графика функции y=f(x), взятой со знаком плюс, если функция положительна, и со знаком минус, если функция отрицательна.
= F(b) – F(a)
5. Вычислениеопределенного интеграла:
Пример 1
.
Решение:
Применяя формулу Ньютона-Лейбница и свойства определенного интеграла, получим
.
Пример 2
Определить площадь полуволны синусоиды.[image: ]

Пример 3
Определить площадь фигуры, образованной функцией  и осью, при изменении х от 0 до 3.
[image: ]

Пример 4
Вычислить площадь между линиями .
Решение:
Искомая площадь – это разность между площадью треугольника ОА и площадью криволинейного треугольника, ограниченного сверху участком параболы. 
[image: ]

Точку  - абсциссу точки пересечения графиков находим из уравнения 

Ход работы:
Задание 1
[image: ]





Задание 2
[image: ]
Задание 3
[image: ]
Задание 4
[image: №9]
Задание 5
[image: №10]





Задание 6
[image: ]
Задание 7
[image: ]
Задание 8
[image: ]
Задание 9
[image: ]

2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) Запишите формулу Ньютона-Лейбница
2) Какие свойства определенного интеграла знаете?
3. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 10

Название практической работы: Решение задач прикладного характера
Цель работы: Научиться решать прикладные задачи с помощью интегрального исчисления
знания (актуализация):
основные понятия о математическом синтезе и анализе (неопределенный интеграл, методы вычисления неопределенного интеграла, определенный интеграл, вычисление определенного интеграла);
умения:
выполнять необходимые измерения и связанные с ними расчеты; 
вычислять площади и объемы деталей строительных конструкций, объемы земляных работ;
применять математические методы для решения профессиональных задач.
Теоретическая часть
1 Неопределенный интеграл
Общее выражение совокупности для всех первообразных   данной непрерывной функции  называется неопределенным интегралом от этой функции и обозначается:  , где  – подынтегральное выражение; С – постоянная интегрирования, способная принимать любое значение.
[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]Геометрический смысл неопределенного интеграла: это семейство кривых, зависящих от одного параметраС, которые получаются путем параллельного сдвига вдоль оси OY.









Рис. 3.1 Кубическая парабола  
2. Некоторые свойства неопределенного интеграла:
1. Интеграл от суммы равен сумме интегралов.
2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 
Таблица 3.1
Таблица основных формул интегрирования
	1. 
	7. 

	1a.
	8. 

	2. 
	9. 

	3. 
	10. 

	4. 
	11. 

	5. 
	12. 

	6. 
	13. 

	
	14. 



3. Основные способы интегрирования
1. Метод непосредственного интегрирования, который заключается виспользовании основных свойств неопределенного интеграла и приведении подынтегрального выражения к табличному виду.
Пример 1
Найти неопределенный интеграл 
Решение:
Используя свойства неопределенного интеграла: интеграл от суммы равен сумме интегралов и постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, получаем

и затем используя формулы 2 и 5 из табл.3.1:


Пример2

Решение:


1. Примеры применения неопределенного интеграла для решения задач
Пример 1
Дано уравнение скорости движения тела . Найти уравнение пути, если тело за первые 3 с прошло путь 24 м.  
Уравнение пути s(t) находится интегрированием:
;;
;

НайдемС из дополнительных условий при t=3c, S=24м:
;
−18+3+С.
Ответ: уравнение пути имеет вид:


Пример 2
Найти , если при х=0 первообразная функции равна 5,5.
Решение:

НайдемС исходя из условий задачи при х=0 и F(x)=5,5:
Ответ: 
2. Определенный интеграл
Определенный интеграл – это общий предел всех интегральных сумм функции f(x) на отрезке . Интегральная сумма , где  - произвольная точка произвольного отрезка.
Обозначается ,где f(x)-подынтегральная функция, х-переменная интегрирования, a и  b – пределы интегрирования.
Основная формула интегрального исчисления (формула Ньютона-Лейбница), устанавливающая связь между определенным и неопределенным интегралом, имеет вид:

Определенный интеграл – это разность значений любой первообразной функции для f(x) при верхнем и нижнем пределах интегрирования.
Пример 3

Решение:
Вводим новую переменную интегрирования, полагая  =t.
Отсюда находим новые пределы интегрирования: .
Подставляя, получим:

6. Применение определенного интеграла для решения прикладных задач.
[image: ]Пример 4
Определить площадь полной синусоиды.

Решение:

Ответ: S=0.
Пример 5
Сколько краски нужно, чтобы закрасить области, заштрихованные на рисунке задачи 3.15?
Решение:
Для ответа на этот вопрос надо брать площади по модулю
Пример 6
Определить силу давления воды на стенку аквариума с основанием 1,8 м и высотой 0,6 м.
Дано:                                                             Решение:
I=1,8м
H=0,6м                                     Величина p давления жидкости на горизонтальную
площадку зависит от глубины ее погружения х, т.е. от
F-?          расстояния площадки до поверхности жидкости 
P=
G=9,8Площадь этой полоски .


Ход работы:
Вариант 1. 

1) Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченную кубической параболойy=x3 и прямыми x=-1, x=1,  y=0.
Вариант 2. 

1) Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченную кривой у=х2-4х и осью абсцисс
Вариант 3. 
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: у=1-х2, у=х2+2, х=0, х=1.
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: у=х+3 у=х2+1.
2. Ответьте на контрольные вопросы:
1) Запишите формулу Ньютона-Лейбница
2) В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла
3. Оформите и сдайте отчет преподавателю.(Не забудьте написать вывод)
Критерии оценивания практических работ
1. оценка «отлично» выставляется обучающемуся за работу, выполненную безошибочно, в полном объеме с учетом рациональности выбранных решений; 
1. оценка «хорошо»  выставляется обучающемуся  за  работу, выполненную в полном объеме с недочетами;
1. оценка «удовлетворительно» выставляется обучающемуся  за работу, выполненную в не полном объеме  (не менее 50% правильно выполненных заданий от общего объема работы); 
1. оценка «неудовлетворительно» выставляется обучающемуся за работу, выполненную в не полном объеме  (менее 50% правильно выполненных заданий от общего объема работы).
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